Ubungsaufgaben Mathematik 2 Analysis
fiir die Ubungen am 20.5 und am 23.5.25

19. Mai 2025

Aufgabe 1

Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Extrema und geben Sie an, ob es sich um ein lokales
oder globales, bzw. ein isoliertes Extremum handelt:

a) f(z,y) = 2°P(1—z—y)
b) g(z,y) = 2+ (x+y)? (k=0,3,4)

Losung zu Aufgabe 1

a)

fla,y) =2°y* (1 - —y) = 2%y — a¥y? — 2%y
%(w, y) = 3x?y? — 423y* — 32?y°

g—;(x, y) = 223y — 2zty — 3x3y?

;;—a’;(x, y) = 6zy* — 122%y* — 629°
%(x, y) = 223 — 221 — 623y
T (w,y) = Gaty — 8ay — 9a2y?

Notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist, dass grad f = 0 also

3z%y? — dxdy? — 32%y® = 0 = 2%y? - (3 — 4z — 3y) und
223y — 22y — 323y? = 0 = 23y - (2 — 22 — 3y)

also 1. Losung: x=0, y beliebig (y-Achse)
und 2. Losung: y=0, x beliebig (x-Achse)

Ausserdem 3 —4xr — 3y =0und 2 — 22 —3y =0 also 1 — 2z =0

also 3. Losung: x=1 und y = 3

Hessf(z,y) = ( 622y — 83y — 9x2y? 203 — 2t — 63y

1

6xy® — 122%y* — 629> 622y — 8x3y — 922y?

) =



Hessf(0,y) = ( 8 8 ) = semidefinit.

0 0
Hessf(z,0) = < 0 223 — 9y ) =

In Abhéngigkeit von x positiv oder negativ semidefinit;
positiv fiir 0 < z < 1 und negativ fiir z < 0 oder = > 1

11 11 1
Hessf(ﬁ,—):<_i s )z—(i ) =
3 iz 9 12

11
Hessf (5, §) ist negativ definit; also lokales Maximum

:oh—tslH

b) g(z,y)=2F+(z+y)? (k=0,34)
% (z,y) =k 2" +2(x +y)

%z, y) = 2(x +y)

Fall k=0:

Wegen g(z,y) =1+ (z+y)* > 1und g(x,y) = 1 fir x + y =0

= in allen Punkten der Geraden x + y = 0 bzw. y = -x hat g ein Minimum.
Fall k = 3.4:

Aus der Bedingung grad f = 0 folgt

2(r+y) =0also y = —z und
keab 2@ +y) =k a2 -2)=k-2a"=0 = 2=0undy=0

Hessf(0,y) = ( g ; ) = semidefinit.
Fall k=3:

g(z,—x) =2° =  Wendepunkt

Fall k=4:
g(z,y) = '+ (x+y)* > 0 fiir (z,y) # (0,0) und
g(z,y) = 2* + (x + y)? = 0 fiir (z,y) = (0,0) = lokales Minimum



Aufgabe 2

Gegeben sei die Funktion f: R* - R, f(z,y) = (y — 2%)(y — 32?).

a)
b)

c)

Berechnen Sie gradf und zeigen Sie: gradf(z,y) =0< 2=y = 0.

Zeigen Sie, daf3 (Hessf)(0) semidefinit ist und dafi f auf jeder Geraden durch 0 ein
isoliertes Minimum hat.

Trotzdem hat f in 0 kein lokales Extremum (zu zeigen!).

Losung zu Aufgabe 2

a)

b)

Berechnen Sie gradf und zeigen Sie: gradf(z,y) =0 2=y = 0.
flz.y) = (y — 2*)(y — 32%) = 32" — da’y + 3

U (z,y) = 122° — 8ay = 4z - (322 — 2y)
Lw,y) = —42* +2y =2 (y — 22%)
Die Bedingung grad f = 0 fiihrt auf y — 22% = 0 bzw. y = 22°

und auf 4z - (322 — 2y) = 4z - (32?2 — 42?) = —42® =0
= 2=0undy=0

Zeigen Sie, dafl (Hessf)(0) semidefinit ist und dafi f auf jeder Geraden durch 0 ein
isoliertes Minimum hat.

3622 — 8y —8x
o= (V2% )

0 2
Betrachte f auf der Ortskurve y = a - z mit @ € R (Alle Geraden durch den Nullpunkt)

Hessf(0,0) = ( 00 ) = positiv semidefinit

=  ¢x) = f(r,a ) = (ax — 2?)(ax — 32°%) = 324 — dax® + 2>
¢'(z) = 1223 — 8ax?® + 202z = ¢'(0)=0

¢"(x) = 362 — 16ax + 202 = ¢"(0) >0

Also hat f auf der Geraden y = - x in (0,0) ein Minimum
Trotzdem hat f in 0 kein lokales Extremum (zu zeigen!).

Betrachte f auf der Ortskurve y = 222

= f(x,22%) = 2% (—2?)

und betrachte f auf der Ortskurve y = 0 (x-Achse)

= f(z,0) = 32!
Also hat f in (0,0) kein lokales Extremum (Sattelpunkt)



Aufgabe 3
Gegeben sei die Funktion f : R? — R,
zy3 .
f(flﬁ' y) _ ﬁ fur(m,y) % (070)
’ 0 fiir(z,y) = (0,0)

Zeigen Sie , daff im Punkt (0,0) alle Richtungsableitungen existieren. Ist f in (0,0) differenzier-
bar?

(Hinweis: Diese Aufgabe ist nicht ganz einfach. Betrachten Sie einen Kreis um den Nullpunkt
und lassen Sie den Radius des Kreises gegen Null streben).

Losung zu Aufgabe 3

Gegeben sei ein Kreis um den Nullpunkt (0,0) in R? durch (u,v) € R? mit u* +v? =1
Betrachte nun f auf dem Kreis um den Nullpunkt mit Kreisradius — 0

Allgemein gilt daher:
tou-(t-v) u-vd

S ut-v) = £(0,0) i _
}tg% t _lg%t.((t.u)2+(t.v>6)_1g%t.u2+t4.v6_o

sowohl fiir u # 0 da |#f43v6| < |“1'L23| < Konstante
als auch fir u =0 (und v = 1)

Dabher existieren alle Richtungsableitungen in (0,0) und haben den Wert 0.

f ist aber in (0,0) nicht total differenzierbar:

6

wegen f(y?,y) = -t = 3 fiir y — 0 und £(0,0) = 0

yo+y°
ist f an der Stelle (0,0) nicht stetig, also auch an der Stelle (0,0) nicht total differenzierbar



