Ubungsaufgaben Mathematik 2 Analysis
fiir die Ubungen am 6. und 9.5.25

5. Mai 2025

Aufgabe 1

Beweisen Sie den folgenden Satz (aus der Vorlesung): Eine Vektorfolge (@, )nen konvergiert
genau dann gegen d, wenn alle ihre Koordinatenfolgen gegen entsprechende Koordinaten von
a konvergieren.

Losung zu Aufgabe 1

Konvergiere also die Vektorfolge (@, )nen gegen @
dann gilt gemaess Definition:

lld, —dl|<e ¥V n>N(e)

also lim @, = @ beziehungsweise lim ||d@, — d|| =0
n—oo n—oo
Wegen der Definition der Norm folgt aus [|d, — d@|| = 0 das alle Komponenten des Vektors

a, — @ Null sein miissen
also konvergieren alle Komponenten der Folge @, gegen die entsprechen Komponente von @

Konvergiert umgekehrt jede Komponenten i der Folge @, gegen die entsprechende Kompo-
nente von a sprich a; so gilt wegen lim |a§n) —a;| = 0 dass
n—oo

T (1@, =@l = Jim /(@ = ar)? +

(C_in)nEN gegen a

—ag) + -+ = 0 also konvergiert die Vektorfolge

Aufgabe 2

a) In der industriellen Fertigung werden bei der Qualitéitskontrolle Bauteile vermessen und
die Werte x4, . . . z,, ermittelt. Der Vektor d=7-3 gibt die Abweichungen der Messungen
zu den Sollwerten s1, .. . , s, an. Definieren Sie nun eine Norm auf R” derart, daB ||d]| < e
gdw. alle Abweichungen vom Sollwert kleiner als eine gegebene Toleranz ¢ sind.

b) Beweisen Sie, daf die in a) definierte Norm alle Axiome einer Norm erfiillt.



Losung zu Aufgabe 2

a) Die in Frage kommende Abbildung ist die so genannte Maximum-Norm:
2]l maz := maz(|z1], -+, [2a])
b) Die Abbildung || || : R™ — R ist eine Norm wegen:

L.Aus ||Z||maz = maz(|xy],- -+, |xn]) =0 folgt 2y =29 =+ =2, =0
Und aus 1y = 29 = -+ - = x,, = 0 folgt max(|z1],-- - ,|zn]) = ||Z||maz = 0
2.Es gilt ||\ - @|lmaz = maz(|X - x|, A - xn]) = (AN - maz(|ag], - |xn]) =

Al 1Z] | mae VA € R, 7 € R”

3.Es gilt [|Z + §llmee = maz(|z1 +y1l,- - 5 [0 + ynl) < maz(|zi] + [yl |za] +
ynl) < maz(|z1],-- - |zal) + maz(lpal,- - lynl) = I Z]lmaz + [|§llma Ve, y € R”
Dreiecksungleichung
Aufgabe 3

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen g—gfl, g—xé, g—gfg folgender Funktionen f :R® — R

d) f(&) =sin(z; +22) e) f(Z) =sin(x; + axq)

Losung zu Aufgabe 3

a) f@) = |#] =i+ a5+ o ) y
1 1
a_,,izi'(ﬁﬂLx%-l—ﬂ?%) 221 = 3, r,i:%, 55 =

b) f(f) _ xﬂlw + xﬂlcs _ eln(z?) + eln(.rgf?’) — pr2in(z1) + ers-in(z1)

aa—m =xy-x7? +x3-2)? !

of __ _xoln(xy T2

P =€ @) In(zy) = 272 - In(zy)
of __ ,.x3

% =X ln(:vl)

) f(@)=x"" =ap ap

g_xfl = (22 +x3) - xgz2+a;3—1)

g—zfQ =272 - ln(xy) = argzﬁ“) “In(xq)
) +

% _ l’gm x3) In(z1)

d) [f(%) = sin(z1 + z2)

g_:i = cos(xy + x3) - 1
88_:52 = cos(x1 +x9) - 1
9 —

Oxs3

ifl =cos(r1+a-xg) -1



of _
a5 =V

Aufgabe 4

Berechnen Sie die Ableitungsmatrix der Funktion f(xl, To,T3) = ( V12T ) .

sin(x;xews)

Losung zu Aufgabe 4

on 1, -1 . _ ToT3
dx1 2 (z12223) 72 - Tows = NI
ofs __
e = cos(T122x3) + Tox3
also
B ToT3 T17T3 T1To
df(l‘l To x3) = 2\/%7 2\/x1x273"’ QW
) )
cos(T1T9x3)Tox3, COs(T1Tows)r1Ty, C€OS(T1T2x3)T1To
Aufgabe 5

Geben Sie fiir ﬁ(x, y) = ( sjn(\e/f—%—/ o ) die Tangentialebene im Punkt x5 = < ; ) an.

Losung zu Aufgabe 5
Yy

Yy
df — 2y’ 27y
fy) ( cos(e” +e¥) - e*, cos(e” +e¥)-e¥ )

Die Funktion g der Tangentialebene lautet:
. > - r—x
g(x,y) = f(wo,y0) +df(zo,y0) - ( y— y(()) )

Mit x¢p = 1 und yo = 2 folgt

2 1
Gz, y) = V2 + V2 2V3 P
’ sin(e! + €?) cos(e! +¢€?) - el, cos(e! +€?) - e? Y — Yo

( \/§+\/A§-(zzz—1)+ﬁ§-(y—2) )
sin(e(1+¢€)) + cos(e(1+¢€))e- (x — 1) + cos(e(l +e))e? - (y — 2)

schreibe nun sin statt sin(e(14e)) und cos statt cos(e(1+e))

_ 5 2+r-1+4§-1)
sin — e - cos — 2c0se® + cos-e-x +cos- e -y

_ b+
sin — e - cos — 2cose® 4+ cos - e - x + cos - e -y

3



