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Computeralgebra

1 Computeralgebra

’Computeralgebra = Symbolverarbeitung + Numerik + Grafik

Erfolgreiche Systeme:

e Mathematica (S. Wolfram & Co.)

e Maple(ETH Ziirich + Univ. Waterloo, Kanada)

1.1 Kurze Einfiihrung in Mathematica

1.1.1

In[1]:=

Out[1]=

In[2]:=

Out[2]=

In[3]:=

Out[3]=

In[4]:=

OQut[4]=

In[5]:=

Out[5]=

In(7]:=

Out [7]1=

In[8]:=

Out [8]=

In[9]:=

Out [9]=

Einige Beispiele als Starthilfe

3+ 273

11

Sqrt[10]

Sqrt[10]

N[Sqrt[10]]

3.16228

N[Sqrt[10],60]
3.1622776601683793319988935444327185337195551393252168268575
Integrate[x~2 Sin[x]~2, x]

3 2
4 x -6 x Cos[2x] + 3 8Sin[2 x] - 6 x Sin[2 x]

12 x - 12 x Cos[2 x]

Simplify[%]

2 2
x Sin[x]

Series[Exp[x], {x,0,6}]
2 3 4 5 6

X X X X X 7
1 +x+ —— 4+ —— 4 == + ——— + ——— + 0[x]



2 Computeralgebra

2 6 24 120 720

In[10]:= Expand[(x + 2)~3 + ((x - 5)"2 (x + y)~2)~3]

2 3 6 7 8 9
Out[10]= 8 + 12 x + 6 x + x + 16625 x - 18750 x + 93756 x - 2500 x +
10 11 12 5 6 7
> 3715 x -30x +x + 937560 x y - 112500 x y + 56250 x y -
8 9 10 11 4 2

> 15000 x y +2260 x y - 180 x y+6x y + 234375 x y -

5 2 6 2 7 2 8 2 9 2
> 281250 x y + 140625 x y - 37500 x y + 5625 x y - 450 x y +

10 2 3 3 4 3 5 3 6 3
> 15 x y + 312500 x y - 375000 x y + 187500 x y - 50000 x y +

7 3 8 3 9 3 2 4 3 4
> 7500 x y -600x y +20x y + 234375 x y - 281260 x y +

4 4 5 4 6 4 7 4 8 4
> 140625 x y - 37500 x y + 5625 x y -450x y + 15 x y +

5 2 5 3 5 4 5 5 5
> 93750 x y - 112500 x y + 562560 x y - 15000 x y + 2260 x y -

6 5 7 5 6 6 2 6 3 6
> 180 x y +6x y + 15625y - 18750 x y + 9376 x y - 2500 x y +

4 6 5 6 6 6
> 375 x y -30x y +x ¥y

In[11]:= Factor[%]

2 3 4 2 3 2
Out[11]= (2 + x + 26 x - 10x +x +50xy-20x y+2x y+26y -

2 2 2 2 3 4 5 6
> 10xy +x y) (4+4x-49%x -5x +633x -501x + 150 x -
7 8 2 3 4 5
> 20x +x -100xy -10x y+ 2516 x y - 2002x y+ 600x y -
6 7 2 2 2 2 3 2
> 80x y+4x y-5y -5xy +378x y -3001x y +
4 2 5 2 6 2 3 2 3 3 3
> 900x y -120x y +6x y +2600xy -2000x y +600x y -
4 3 5 3 4 4 2 4 3 4 4 4
> 80x y +4x y +625y -500xy +150x y -20x y +x y)

In[12]:= InputForm[%7]



1.1 Kurze Einfiihrung in Mathematica

Out [12]//InputForm= (12%x~2 - 12%x~2*Cos[2*x])/24
In[20]:= Plot[Sin[1/x], {x,0.01,Pi}]

Out [20]= -Graphics-

In[42]:= Plot3D[x"2 + y~2, {x,-1,1}, {y,0,1}]

Out [42]= -SurfaceGraphics-

In[43]:= f[x_,y_] := Sin[(x"2 + y°3)] / (x"2 + y~2)
In[44]:= £[2,3]

Sin[31]
Out [44]= -——--——-

In[45]:= ContourPlot[x~2 + y~2, {x,-1,1}, {y,-1,1}]
Out [45]= -SurfaceGraphics-

In[46]:= Plot3D[f[x,y], {x,-Pi,Pi}, {y,-Pi,Pi}, PlotPoints -> 30,
PlotLabel -> "Sin[(x~2 + y~3)] / (x"2 + y~2)", PlotRange -> {-1,1}]

Out [46]

-SurfaceGraphics-
In[47]:= ContourPlot[f[x,y], {x,-2,2}, {y,-2,2}, PlotPoints -> 30,
ContourSmoothing -> True, ContourShading -> False,
PlotLabel -> "Sin[(x~2 + y~3)] / (x~2 + y~2)"]
Out [47]= -ContourGraphics-
In[52]:= Table[x"2, {x, 1, 10}]
Out [62]= {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}
In[53]:= Table[{n, n~2}, {n, 2, 20}]
Out [63]= {{2, 4}, {3, 9}, {4, 16}, {5, 25}, {6, 36}, {7, 49}, {8, 64},
> {9, 81}, {10, 100}, {11, 121}, {12, 144}, {13, 169}, {14, 1963},
> {15, 225}, {16, 256}, {17, 289}, {18, 324}, {19, 361}, {20, 400}}
In[54]:= Transposel[%]
Out [54]1= {{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
> 20}, {4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256,
> 289, 324, 361, 400}}
In[60] := ListPlot[Table[Random[]+Sin[x/10], {x,0,100}]1]
Out [60]= -Graphics-

In[61]:= x = Table[i, {i,1,6}]

Out[61]= {1, 2, 3, 4, 5, 6}



Computeralgebra

In[62]:= A = Table[i*j, {i,1,5}, {j,1,6}]

out[62]= {{1, 2, 3, 4, 5, 6}, {2, 4, 6, 8, 10, 12}, {3, 6, 9, 12, 15, 18},

> {4, 8, 12, 16, 20, 24}, {5, 10, 15, 20, 25, 30}}
In[63]:= A.x

Out[63]= {91, 182, 273, 364, 455}

In[64]:= x.x
Out[64]= 91
In[71]:= B = A.Transpose[A]

Out[71]1= {{91, 182, 273, 364, 455}, {182, 364, 546, 728, 910},
> {273, 546, 819, 1092, 1365}, {364, 728, 1092, 1456, 1820},

> {455, 910, 1365, 1820, 2275}}

In[72]:

B - IdentityMatrix[5]

Out [72]

{{90, 182, 273, 364, 455}, {182, 363, 546, 728, 910},

> {273, 546, 818, 1092, 1365}, {364, 728, 1092, 1455, 1820},

> {455, 910, 1365, 1820, 2274}}

Mathematica — wichtige Befehle

A

%n

7f

?7f

x"2 * Cosly]
a=>5

x"2 * Cosly]

flx_,y_]

Hh
1]

letzten Befehl wiederholen

Befehl Nr. n wiederholen

Hilfe zur Funktion f

mehr Hilfe zu

Funktion f(z,y) definieren

Variable a wird mit 5 belegt
Variable f wird mit Ausdruck belegt

(f ist Abkiirzung fiir 2, aber keine Funktion!)

D[f[x,y],x]
Integrate[f[x,y]l,y]
Simplify [expr]
Expand [expr]
Solve[f [x]==g[x]]
~C

InputForm[Expr]
TeXForm[Expr]
FortranForm[Expr]
CForm[Expr]
ReadList["daten.dat", Number, Number]

Table[f[n], {n, n_min, n_max}]

Plot [f[x],{x,x_min,x_max}]

ListPlot[Liste]

Plot3D[f [x,y],{x,x_min,x_max},{y,y_min,y_max}]
ContourPlot [f [x,y],{x,x_min,x_max},{y,y_min,y_max}]
Display["Dateiname",%]

part. Abl. von f nach x
Stammfunktion von f bez. y
vereinfachen

auswerten

Gleichung losen

Abbruch

Umwandeln in Eingabenotation
Umwandeln in TeX-Notation
Umwandeln in Fortran-Notation
Umwandeln in C-Notation
Liest 2-spaltige Wertetabelle
aus Datei

Liste mit Werten
f(nnnn)a‘--vf(7%nax)

Graph zeichnen

Wertetabelle zeichnen

Graph zeichnen

Hoéhenlinien zeichnen

auf Postcript—Datei schreiben




1.1 Kurze Einfiihrung in Mathematica

Beispiel 1.1 (Berechnung von Quadratwurzeln)

Cksoxskorskorskonkkx Wurzel [2] iterativ kskkskokskokskokskokskokk)
sqrtla_,genauigk_] := Module[{x, xn, delta, n},
For[{delta=9999999; n = 1; x=a}, delta > 10~ (-genauigk), n++,

XN = X;

x = 1/2(x + a/x);

delta = Abs[x - xn];

Print["n = ", n, " x =", N[x,2*genauigk], " delta = ", N[deltall;
1;
N[x,genauigk]
]
sqrt::usage = "sqrtl[a,n] computes the square root of a to n digits."

Table[sqrt[i,10], {i,1,20}]

Ckkxskorskorskonkkx Wurzel [2] rekursiv kskskskokskokskokskskskskk)
x[n_,a_] := 1/2 (x[n-1,al] + a/x[n-1,al)
x[1l,a_] := a



6 Taylor—Reihen

2 Taylor—Reihen

Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen
Ziele:

1. Einfache Darstellung von komplexen Funktionen durch Polynome d.h.:

f(x> %a0+@1$+a2$2+a3$3+...+anmn
2. Approximation von Funktionen in der Umgebung eines Punktes z.
Beispiel 2.1 f(z) =¢€"
f(x)

f(x)
f 2(x):1+x+ x% 2

Entwicklung um x;=0 fl(X)=1+X

=1

e O-te Niherung: fo(z)=1
e 1-te Ndherung: fi(z)=1+=x
e 2-te Niherung: fo(z)=1+a+ 2

Ansatz:

P(z) = ap + a1z + asx® + aza® + - - + a,a”
gesucht sind Koeffizienten ay, - - - , a,, derart, daf f(x) = P(x) + R,(z), R, = Restglied
mit £(0) = P(0), f/(0) = P'(0),--- ,f(”)(O) — p(n)(o)

Berechnung der Koeffizienten:

PO)=a. PO)=ar. P'0)=2a. . PO0)=Ha,.
/ " (n)
> f@) = P Ra(e) = 1) + Tl Ty 0 g o

P(z)




Taylor—Reihen

Beispiel 2.2 f(z) =¢€"

f(O) = 17 f/(o) — 17 f/l(o) _ 1’ - f(n) -1
x x? x3 x"
= F=ltat ottt o+ Ra(2)

Allgemeiner Fall: Entwicklung von f um zy # 0.

f(n)<0> = f(n)(xo) T T — X

fﬁgo) (x—z0)* 4+ f"(xo)

(= x0)" + R ()
R, (x) =7

S ) = flao) + 10

1! _x0)+




8 Taylor—Reihen

2.1 Taylor-Formel
Satz 2.1 (Taylorsche Formel)

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir x € I,xg € 1

f'(x0)

f(z) :f(l’o)‘i‘T(l“—ﬂco)—l-

fl/(xo)
2!

(x —m)* + -+ +

wobei

Beweis: durch Indunktion nach n

7. zeigen:

gilt wegen

R, (z) = %/I@ — )" () dt = _/z (%) FOD (1)t
_ [ =" : Tl =" e
-[Hrnrree] [ o

o ! ' nt1 p(n+2
:JLITE)!)(JE—:L‘U)“ +\(ni1)!/xo(x_t) FOr () dt

-~

=Rn41(z)



2.2 Konvergenz der Taylor-Reihe 9

2.2 Konvergenz der Taylor-Reihe
Satz 2.2 (Lagrange’sche Form des Restgliedes)

Sei f: I — R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar und z¢,x € I . Dann gibt es ein z zwischen
zo und x so daf

(1) 5
Bolw) = Jzni 1()!) (e =20

Beispiel 2.3 f(z) =¢” mit Satz 1 und 2 erhalten wir

nok 2
e’ = ; % + ﬁx”“ fur |z| < |z|
=Rn(z)
Konvergenz:
R <
e (e | I
b1 |z|

bn

wegen Quotientenkriterium folgt Z b, ist konvergent.

n=0

= limb,=0 = lim R,(x) =0 fiir jedes z € R

n—oo n—0o0

Damit ist die Taylorreihe fiir e” konvergent gegen f(x) fiir jedes x € R!

Beispiel 2.4 Berechnung des Integrals

1
/ V1+a3de.
0

Da die Funktion f(z) = V1 + 23 keine einfache Stammfunktion besitzt, kann sie nicht ele-
mentar integriert werden. Wir berechnen einen Naherungswert fiir das Integral, indem wir das
Taylorpolynom vom Grad 3 integrieren:

3

\/1—1—3:3:(1—1—:63)1/2%1—}—%

also

1 1 3 210 9
/\/1+x3dx%/1+—dx: r+—| ===1.125
0 0 2 81, 8

Der exakte Wert des Integrals liegt bei etwa 1.11145, d.h. unser Naherungswert ist auf etwa 1%
genau.

f(k) (z0)
k!

Definition 2.1 Die Reihe Ty (x) = Y
k=0

(z — x0)" heipt Taylorreihe von f mit

Entwicklungspunkt xg.

Bemerkung:



10 Taylor—Reihen

1. Fiir x = x¢ ist jede Taylorreihe konvergent.
2. Aber fiir x # x( ist nicht jede Taylorreihe konvergent.

3. Die Taylorreihe konvergiert genau fiir diejenigen x € I gegen f(x) fiir die das Restglied
aus Satz 1 (2) gegen 0 konvergiert.

4. Falls die Taylorreihe von f konvergiert, konvergiert sie nicht notwendig gegen f.
— Beispiel in den Ubungen !

Beispiel 2.5 (Logarithmusreihe) Fiir 0 < x < 2 gilt

ln(x):(x—l)—<x_21) Hx;l) _(x—41> .

Beweis

1
1 / — 1 " - _
n(z) = —, In(z) L

Vollstédndige Induktion:

L (O

Entwicklung um z¢y = 1

I
&
I
—_
=
I
)
I
Naw”
I
|
H_

En,1($)

Definition 2.2 Konvergiert die Taylorreihe fiir alle x in einem Intervall I, so heifit T
Konvergenzbereich.

Ist I = [xg — r,x0 + 7| oder I = (xo — r,z9 + 1), so heifit r Konvergenzradius der
Taylorreihe.

Satz 2.3 (Binomische Reihe)

Fir o € R und |z| < 1 gilt
(1+x)0‘:z<g>x”:1+om+(g>x2+<§>x3—l—---
n=0
mit

<a> [ elesbelamndl) - a)ls £ 0
1 falls n =0

Beweis: 3 Teile:

a) Berechnung der Taylorreihe um zq = 0




2.2 Konvergenz der Taylor-Reihe

11

b)  Konvergenz der Reihe fiir |z <1

c) Taylorreihe konvergiert gegen f
a)
flx) =(1+z)"
fz) =a(l+z)!
f"(z) = ala —1)(1 +2)*2
f(@(x) = Oé(Oé — 1) R (a —k+ 1)(1 + x)ﬂ,k

k=0 ' k=0
Bemerkung: fiir k > aist f*)(z) =0, wenn a € N! = die Reihe bricht ab.
Beispiel:
flxy=0+2)?* : Tyx)=12"+2r+1
b) Konvergenzbeweis mit Quotientenkriterium

Sei aw ¢ N und x # 0. Sei a,, = (g) 2™, Dann gilt

An+1 - | | a—n
G, (a) o n—+1
n
lim |27 = |z| lim ‘;n‘ =lz| <1
n—00 | Qy n—oo | M + 1

Nun existiert zu q mit |z| < ¢ < 1 ein ng, so daf ‘%‘ <q Vn>ny.

c) zu zeigen: das Restglied R, (x) konvergiert fiir |x| < 1 gegen Null. (Beweis weggelassen)

Beispiel 2.6 Relativistische Massenzunahme
Einstein:  Gesamtenergie: E = mc? Bewegungsenergie: Fy;,, = (m — mg)c

mv) = ——0

zu zeigen: fiir v < ¢ gilt Ey;, ~ $mov?

2

1
Erin = (m —mg)c? = | —= — 1| myc?

Vi-(2)°

1 1 (=3)(=3)
1_:13:(1_35) 2=1+§x+%x2+---
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fir x < 1:

10?2 1 3 4
= Ekin% 1+—U——1 m002:—m002+—mov—+...
c 2 8 ¢



Differentialrechnung mehrerer reeller Variablen 13

3 Differentialrechnung mehrerer reeller Variablen

f:R" SR
(x17$27"' 7In) '-)y:f($1,l‘2,'-- 7'1'71)
oder
Ty = f(7)

Beispiel 3.1 n =2

1. topographische Landkar- y
te
Ort — Hohe

(z,y) = h(z,y)

X

y T=500°C
2. Temperaturverteilung auf T=400°C
einer Platte TZSOOOC
(0}
T=200 C
(z,y) = T'(z,y)

3. Gravitationspotential ei- Erde

ner kugelsymetrischen Mas- r

se (potentielle Energie einer

Masse im Feld) Sonne 4
X

Viey) =1 =1

T a4yt 4 22

3.1 Der Vektorraum R"

bekannt aus linearer Algebra.

Korper R der reellen Zahlen

Vektoren sind n—Tupel: Rechenregeln iibertragen sich von R nach R"
Addition: komponentenweise



14 Differentialrechnung mehrerer reeller Variablen

Multiplikation: Skararprodukt, Vektorprodukt, Multiplikation mit Skalar
Definition 3.1 Jede Abbildung || | : R" — R, &+ ||Z|| heifft Norm gdw.
1. ||Z]| =0 gdw. £ =0
2. | AZ]| = M [|Z]] YA eR,¥eR”

3. N2+l < |2 + |¥)] Y,y € R™ Dreiecksungleichung

Definition 3.2 (Euklidische Norm)
Die Funktion | |:R" — RTU{0}, &+ /23 +--- + 22 heifit Euklidische Norm des
Vektors Z.

- 1 [
Beispiel: R3 - 1 — 3 : : | ,
1 | —

Lemma: Die Euklidische Norm ist eine Norm.

Satz 3.1

Fiir 7 € R” gilt 22 = 77 = |1
Beweis als Ubung.

Bemerkung: Das Skararprodukt des R™ induziert die Euklidische Norm.

3.2 Folgen und Reihen im R"

analog zu Folgen und Reihen in R

Definition 3.3 Eine Abbildung N — R", n — a, wird Folge genannt.
Schreibweise: (a@,)nen

Beispiel:
1 2 3 4 5 n
1 1 1 1 1 _ 1
2 0L 3 || 1 ) 5 A n
1 1 1 1 1 1
2 1 8 16 2n—1 neN



3.3 Topologie des R" 15

Definition 3.4 FEine Folge (d,)nen von Vektoren d, € R™ heifit konvergent gegen
a € R", falls gilt:
Ve>0 3dN(e) e N

so dafs
ld, —d|<e VY n>N(e)

Schreibweise: lim d, = d
n—o0

Satz 3.2

Eine Vektorfolge (@,)nen konvergiert genau dann gegen @, wenn alle ihre Koordinatenfolgen
gegen entsprechende Koordinaten von a konvergieren. (Beweis als Ubung)

Schreibweise:

ar=| * | (@)ren dar €R"

Bemerkung: Mit Satz 3.2 lassen sich alle Eigenschaften und Séatze fiir Folgen von Zahlen auf
Vektorfolgen sinngemif iibertragen.

3.3 Topologie des R"

|| Definition 3.5 Fir ¥,y € R" ist |¥ — y| der Abstand von T und 3.

<—> Kreisscheibeum a
X2 /. |

Umgebung von a

R2:

Randpunkt a von M

X1
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Differentialrechnung mehrerer reeller Variablen

a)

b)

a)

b)

Definition 3.6

Die Menge Kz, = {fE]R"

<
T—dl ,—yrpy mit @a € R"r > 0 heift
a5
abgeschlossene

(of fene)

Eine Menge M C R™ heifit Umgebung des Punktes a , wenn sie eine offene Kugel
um a umfafSt.

Kugel um a mit Radius r.

Definition 3.7

Fin Punkt a heifst Randpunkt einer Menge M C R", wenn in jeder Umgebung
von a mindestens ein Punkt aus M liegt sowie mindestens ein Punkt aus R™ ,
der nicht zu M gehort. Die Menge der Randpunkte von M heifst Rand von M,
symbolisiert durch OM .

Ein Punkt @ € M, der nicht Randpunkt ist, heifst innerer Punkt von M. a ist
also genau dann ein innerer Punkt von M, wenn eine ganze Umgebung von d in
M enthalten ist. Die Menge der inneren Punkte von M heifst Inneres von M,

symbolisiert durch ]\04

Fine Menge M C R™ heifst offen, wenn sie nur aus inneren Punkten besteht (also
keine Randpunkte enthdlt).

Eine Menge M C R™ heifit abgeschlossen, wenn sie thren Rand enthdlt.

Die Vereinigung einer Menge M C R™, mut ihrem Rand heifst die abgeschlossene
Hiille von M, symbolisiert durch M.

R™ und die leere Menge sind sowohl offen als auch abgeschlossen (denn ihr Rand ist leer). Alle
anderen Teilmengen von R™ sind offen oder abgeschlossen oder keines von beiden.

Satz 3.3

a)

Eine Menge M C R ist genau dann abgeschlossen, wenn ihre Komplementirmenge R™\ M
offen ist.

b) Eine Menge M C R” ist genau dann abgeschlossen, wenn mit jeder konvergenten Folge
(@x)ren aus M auch der zugehorige Grenzwert @ in M liegt.
Beweis:

a)

(als Ubung)
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b)  “<" zu zeigen: der Rand gehort zu M. Sei also @ € M. Dann gibt es ein ky so, daf fiir
k > ko in jeder Kugel Kd,%(k € N) ein Punkt dy aus M° liegt. Die Folge () konvergiert
gegen d. Damit liegt @ in M. Also ist der ganze Rand im M.

“=": Sei M abgeschossen, d.h. R"\ M ist offen,

= jeder Punkt aus R™\ M hat eine Umgebung, die ganz in R™\ M liegt, die also keinen
Punkt aus M enthélt.

= kein Punkt aus R™\ M kann Grenzwert einer Folge aus M sein

= Jede konvergente Folge aus M hat ihren Grenzwert in M.

Definition 3.8

a) FEine Menge M C R™ heifit beschrinkt, wenn es ein r > 0 gibt mit |Z| < r fir
alle ¥ € M (d.h. wenn M in einer Kugel um 0 liegt).

b)  FEine Menge M C R™ heifit kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Definition 3.9 FEine Folge (by) heifit Teilfolge der Folge (ay), wenn sie durch weglassen
von Folgengliedern aus (ay) erzeugt werden kann.

Satz 3.4

Eine Menge M C R" ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (@ )ren aus M eine konvergente
Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in M liegt.

M kompakt

. (ay)
Teilfolge

3.4 Funktionen von R"” nach R™
Funktionen f von D C R™ nach B C R haben die Form
f:D—=B , I~ f(7)

T

Hf(mla'“ 7xn)
Tn

Beispiel:  f(z1,79) = sin(z; + Inzy)
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m # 1 :| Funktionen f von D C R"™ nach B C R™ haben die Form

f:D—=B , I~ f(Z)

X1 fl(l'la"' 7$n)
. .
Ty fm($17"' an)
Beispiel:
1.
f: R? — R?

Iy
T A/ L1X2X3
2 — .
COS T1 + SIN X9
T3

2. Wetterwerte: Temperatur, Luftdruck, Luftfeuchtigkeit auf jedem Punkt der Erde

£:0°,360°] x [—90°,90°] — [—270, 0] x [0, 50] x [0, 100%]

l Temperatur(l,b)
( b) - Luftdruck(l,b)
Luftfeuchtigkeit(l,b)

Bemerkung: Die m Komponenten f(Z),- - , f,,(Z) konnen unabhéngig voneinander betrach-
tet (analysiert) werden. Daher im Folgenden hauptséchlich Funktionen f : R™ — R.

3.4.1 Hohenliniendarstellung

Definition 3.10 Sei D C R?,B C R,c € B,f : D — B. Die Menge
{(z1,x2)|f (21, 22) = c} heifit Hohenlmze der Funktion f zum Niveau c.

Beispiel 3.2 f(x1,22) = 2129

T1X9 = C
fiir

$1§£OII‘2:—

(Hyperbeln)
c=0 & z27=0Va2y=0
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S

277
v

Plot3D[X y, {X,_S,S}: {Y,—3,3},
PlotPoints -> 30]}

ContourPlot[x y, {x,-3,3}, {y,-3,3%},
Contours -> {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,-1,
-2,-3,-4,-5,-6,-7,-8,-9%},
PlotPoints -> 60]}

3.4.2 Zeichnen von Funktionen

zurlickfithren auf eindimensionalen Funktionen.

1. Verhalten auf den Achsen:

xle

I‘QZO

2. Verhalten auf Geraden durch 0:

To = AT

Beispiel:  f(z1,22) =120 = f(21,a11) = ax?

3. Verhalten auf Parallelen zu den Achsen:
r1=c¢ ,bzw. x9=c

Beispiel:

f(zy,¢) = 210

fle,xa) = cay
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3.5 Stetigkeit auf R"”

analog zur Stetigkeit von Funktionen einer Variablen

Definition 3.11 Se: f: D — R™ eine Funktion und a € R". Wenn es mindestens eine
Folge (a,) gibt mit lim a, = a ,dann schreibt man:
n—oo

Definition 3.12 (Stetigkeit)
Sei f: D — R™ eine Funktion und @ € D. Die Funktion [ heifit stetig im Punkt a,

—

falls lim f(f) = f(d). fheiﬂt stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

r—a

Bemerkung: Die beiden obigen Definitionen sind analog zum 1-dimensionalen Fall.

Satz 3.5

1
S,

Sind f: D —R™ §: D — R™ h:D — R stetig in & € D, so ist auch f+ g, f — G, fg und
(falls h(Zy)) # 0 ) stetig in &.

3.6 Differenzieren von Funktionen im R"
3.6.1 Partielle Ableitungen
Beispiel 3.3
f:R* =R
f(z1, 15) = 22303
halte o = const., und berechne die 1-dim. Ableitung von f nach x;:

—(Ih $2) = f;pl(xl, $2) = 4$11’§

8x1

analog mit xy = const.

0
—f = 6:6%%%

81‘2

zwelmal ableiten:

Q
o

= =
(131, I‘Q) = 12171%% 81’1 81’2 3302 8131

mza%(xl,m)zuxlx%} o of 0 of

0 0
0x1 Oxo
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Beispiel 3.4
O (u,v,w) = uv + cosw

O, (u, v, w) = v
O, (u, v, w) =u
O, (u, v, w) = —sinw

Bemerkung: Die Partielle Ableitung einer Funktion f(xi,---,z,) nach x; wird berechnet,
indem man alle Variablen aufter x; konstant hilt und nach z; differenziert.

Definition 3.13 Se: D C R" eine Funktion f: D — R™ ist in einem inneren Punkt
T € D partiell differenzierbar nach x;, wenn der Grenzwert

. f(x17...’xk+h’...7xn>_ _’(x17...’xk7...71‘n) . af
}llir(l) h —- axk(xla 7$n>

existiert. Der Grenzwert heifit partielle Ableitung von fnach xp tm Punkt ©. f heifst
partiell dfb. falls f partiell dfb. nach allen Variablen x4, --- , x, ist.
Schreibweise:

. 4 of
ka(xlf" axn) = Dkf(mb wxn) = a_f(xlf" 7xn)
T

Anschauliche Interpretation im R? :

O (1.a2)

—(x1,x

8.1'1 1,42
setze x9 = b = const. schneide den Graphen von f mit der Ebene x5 = b, bilde die Ableitung
O (1, b)
o1 1, .

Beispiel 3.5 Ideale Gase

Es gilt:
ovap __ov
op 0T 0T
v
%:R (R =const. p,V,T >0)
Beweis: T oV RT 8V R
V=R— = ——=-— ——==—
p 8]) p2 or £
_BT % _ R
P= or Vv

QVdp RTR RT'Rp R

opdT  pV.  pP*RT  p
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Definition 3.14
fl (l’l, : ) xn)
SeiZ € D CR™ und f(¥) = : in ¥ = Ty partiell differenzierbar, d.h.
fm(x17 ) xn)
alle partiellen Ableitungen gf}i (Zo)(i=1,--- ,m,k=1,--- n) existieren. Die Matriz:
Ofi (= \ Of (= Ofs (=
ohiz) S o
poo- | 0 B - o
o e S
6%:1(5”0) 8%,2(3:0) %L(ﬂﬁo)
wird Jacobi—Matrix oder Ableitungsmatriz genannt.

Beispiel 3.6 Linearisierung einer Funktion: f : R? — R? in Punkt 7,

. 21‘2
f(@) = [ sin(zy + z9)
11’1(1’1) + T2
0 2
f'(Z) = cos(z1+x2) cos(zy+ x2)
1
- 1
f(xg)+' (X (XX ¢
f(x)
1-dimensional 3
o) — 1 18 = 1)
T T — Xy
Xo X
Linearisierung ¢ von fin Punkt 7y = (O)
— Y R T ™
dor,22) = fl0) + 7 0) | (32) - (7))
0 0 2 o 219
Inm L 2 Ttz t+nmt—1
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Definition 3.15 Fine Funktion f : D — R™ (D C R"™) heifit (total) differenzierbar
in einem inneren Punkt ¥y von D, wenn sie in Ty partiell differenzierbar ist und in
folgender Form geschrieben werden kann:

— -

F(@) = (@) + F(Z0) (T — To) + k(T)

wobei fiir k: D—R™ qgilt:

Anw. v. Def. auf eindim. Fall:
fR—=R

f(@) = f(xo) + f'(20)(x — m0) + k()
f(x) = f(zo)  k(x)

& f(w) =
T — 2o r — X9
mit
k
i L g
T—=r0 X — X
Satz 3.6

f : D — R™(D C R") ist in einem inneren Punkt ¥y € D differenzierbar, genau dann wenn
alle partiellen Ableitungen von f in einer Umgebung von 7 existieren und in 7 stetig sind.

Definition 3.16 Wird bei einer differenzierbaren Funktion f: D — R™ der Term E(:E)
weggelassen, so ist die neue Funktion §

— —

g(&) = f (@) + f'(Z0)(& — o)

eine affin lineare Abbildung, die sog. Tangentialabbildung. Fir f : R?2 — R ist der
Graph von

ole.3) = F a0, 0) + 5L (0,0} = 20) + 5L 00— )

die Tangentialebene an f im Punkt .

Bemerkung: Fiir ¥ — 7y wird E(f) sehr klein, d.h. in der Néahe von 7, stellt § eine gute
Approximation von f dar.

Frage: Die Ableitung einer Funktion f : R"™ — R™ in & ist eine Matrix f_7 (Zo). Was ist dann
(F o By (o) = F(h(r0))?

Eindim.: (f o h)'(zo) = f'(h(zo))h' (z0)

Satz 3.7 (Kettenregel)
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Sei h: C — D(C CR*,D C ]R”) differenzierbar in 7, € C und f : D — R™ differenzierbar in
Zy = h(Zo). Dann ist auch foh: C — R™ in 7, differenzierbar und es gilt:

-

(foh) (x0) = f(Z0)(70)

Bemerkung: Die Ableitungsmatrix von f o h ist also das Produkt der Ableitungsmatrizen f’
und A/

Beweis: . . . .
(2) = f(2) + f(20)(Z — Z0) + k(2)
7= h(Z) = h(Z) + h'(Z0)(& — o) + m(Z)
(foh)(@) = f(h(Z)) = f(2) = f(2) + [ (%) (h(Z) — h(To) +K(Z)
D e
= f(20) + f(20) (W (Z0) (T — Zo) + () + K(2)
(@)
= q( %0) + Jﬁ(zo)ﬁ,(fo)(f— To) + 5(7)
mit

bleibt zu zeigen

= =

i P _

7o |T — Ty

Beispiel 3.7 Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

_ ;:2in falls (z,y) # (0,0)
flz,y) = { \/0— falls (x,y) = (0,0)

Differenzierbarkeit: f ist auf R?\{(0,0)} differenzierbar , da aus differenzierbaren Funktio-
nen durch Summe, Produkt, Quotient, zusammengesetzt.

of y z%y

a_x(x,y) = /2 2 oy - (:E2 N y2)%
of y
8_m(0’ ) v 1
of
0 0
= 1im 22(0,9) # lim 2 (2,0)

= partielle Ableitung 2 in (0, 0) nicht stetig. = f ist im Punkt (0, 0) nicht differenzierbar
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Symmetrien: 1. f symmetrisch beziiglich Vertauschung von = und y, d.h. beziiglich der
Ebene y = x.

2. f symmetrisch beziiglich Vertauschung von x und —y, d.h. beziiglich der Ebene
Yy = —x.

3. f(=z,y) = —f(x,y), d.h. f ist symmetrisch beziiglich der y-Achse.
4. f(x,—y) = —f(x,y), d.h. f ist symmetrisch beziiglich der z-Achse.

Ho6henlinien:
Y . s ry=cyr2+1y2 = 27y =c(2® +97)
vVt +y?
cx
& Per-H=c? = y=4t——" =
x? — 2
Hoéhenlinien:
) 7o fallsc>0,2>0 (L Quadr.) und ¢ <0,z <0 (2. Quadr.)

— 7 fallse>0,2<0 (3. Quadr.) und ¢ < 0,2 >0 (4. Quadr.)

Vorzeichen in den Quadran-
ten:

Lo _____

o+----

Stetigkeit: f ist auf R*\{(0,0)} stetig, da aus stetigen Funktionen durch Summe, Produkt,
Quotient, zusammengesetzt.
Stetigkeit in (0,0):
Sei ¢ > 0 vorgegeben, so daf |Z| =€, d.h. e = /22 + 42 & y==+Ve?2—a?

= f(v,y) =

wegen |z| < e:

2 2 1 — p2/:2
) ix\/s x :ia:m/ x2/e R >
£ €

= |f(z,y)| <|z|=¢ = Lirr(l)f(x,y) =0 = fistin (0,0) stetig.
T—



26 Differentialrechnung mehrerer reeller Variablen

3.6.2 Richtungsableitung, Gradient

f(xX)=c¢
f(x)=c
X1

Beispiel 3.8 Speziallfall f : R? — R (Hohenlmzenbzld) Ableitung im Punkt 7, in Richtung
von @. Sei h(t) = &y + ta mit @] = 1 = k() = a fiir ¥ = &y + ta =: h(t) gilt

nach Satz 10 gilt:

Definition 3.17 Fir f : D — R™(D C R") und @ € R |d| = 1 heift L f(Z) :=
ﬁ(fo)ﬁ die Richtungsableitung von f in Richtung .

Definition 3.18 Spezialfall f: D —> R C R™)

axl
Der Vektor gradf (Z) := f/(Z)T = heift Gradient von f.
Folgerung: Richtungsableitung
o . . = Of
Ff(%) 1= grad f(Zo)d = —f(ﬂfo)@k;
a 1 Tk

Frage: Fiir welchen Vektor a ist die Richtungsableitung maximal 7
_ gradf (7o)

~ Jgradf(7)]
Der Gradient von f weist in die Richtung des stirksten Anstiegs von f

Antwort: Fiir @ , d.h. wenn d||grad f(Z,), da Skalarprodukt dann maximal.
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Beispiel 3.9

flx,y) =2 +y°

%(m,y) =2z —f(x,y) =2y

Beispiel 3.10
Gravitationspotential, Kraft

im R3: v

. .

. —f —f

V )= 5 —

@ == \i /

r
(Kraft)—Feld: Feldstirke (=Kraft auf Pro-
bemasse):
G(7) = —gradV (7)

i J21, f901
axl‘/(I) B 2(2% + 3 +353)% B |51_C)|3
X2
Xz
= gradV(Z) = _)ig IE; = _,Lgf /
A\ . ) >
I /%%/
G(7) = P |71 %x X1
lgradV (7)] = |f|5| |_|f| _T_j; M

= Kraft nimmt quadratisch mit dem Ab-
stand ab.

3.6.3 Hohere Partielle Ableitungen

Sei f: D — R™(D C R"), dann ist a—f( ) fiir z € D wieder eine Funktion von D— R™. Damit

ist -2 (ﬂ) (%) =: O (Z) = fu, 2, (F) wohldefiniert.

oxy ox; 83%8371

Satz 3.8
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Sei D C R" offen und f: D — R™ zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt fiir alle
Zo€ Dundallei,j=1,---,n
2f *f
3951-895]' ($0) N (9:1:]8.751 (xO)

Folgerung: Ist f: D — R™(D C R" offen ) k-mal stetig partiell differenzierbar:
Dann gilt:
o f o* f

8$ika$ik_l ce 8Ii1 axm(k) ce 81‘1‘1_[(1

)
fiir jede Permutation (Vertauschung) IT der Zahlen 1,--- k.
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3.6.4 Das totale Differential
Sei f : R" — R™ differenzierbar. Dann stellt die Tangentialabbildung f,(Z) = f(Zo)+ f/(Zo)(Z—

Zp) in der Umgebung von &y eine gute Ndherung an die Funktion f dar.

= fi(@) = f(#) = [(%0)(F - &)

mit . . . . .
df(Z) == fi(@) — f(Zo) = f(Z) — f(Zo)

und

dxq

dr = : =T —

dz,

folgt:
df () = f(&)dF

oder

; " of ) of
df(@) =S 2L (@) day = 2 (70)d dz,,
f(@) 2 B (Zo)day, Ay (Zo)dxy + -+ + oz 0
" - | s N~ Of | :
Definition 3.19 Die lineare Abbildung df = E 8—(x0)dxk heifit totales Differen-
Lk
k=1

tial der Funktion fzm Punkt .

Bemerkung: Da ﬁ in der Nahe von 7 die Funktion fgut approximiert, gilt fiir ¥ in der

Néhe von Zy:

— — —

df(7) = f(T) — f(Zo)

df(Z) gibt also (ungefihr) die Abweichung des Funktionswertes f an, wenn Z von T (wenig)

abweicht.

3.6.5 Anwendung: Fehlerfortpflanzungsgesetz

Seien xq,--- ,x, Melkgrofen und f : R” — R eine Funktion dieser Mefgrofen. Die Mekgenau-
igkeit fiir xq,--- ,x, betrage £Axy, -, +Ax,. (Az; > 0 Vi =1,---,n) Dann gilt fiir den

Fehler Af(Z) von f(xq,--- ,xy,)

of of

of
A cexy) < |=—(D)] A =L (ADIA )| Az,
flxy, ) (9961<I) T+ a@@) T+ 8xn(x> z
Definition 3.20 Die Grifse
of af af
Amagv 7"';n::__;A — (A __"Am
Fran(r,- - 20) 1= |5 (@)| Ay 4| @) Aa 4 4| 5 ()| Ac

heifit der maximale Fehler von f. Der Quotient %{%ﬁ heifit der relative maximale
Fehler.
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Bemerkung: df,,., liefert in der Regel einen zu groflen Wert fiir den Fehler von f, denn dieser
Wert tritt nur dann auf, wenn sich alle Fehler dxy,--- ,dx, in einer Richtung iiberlagern.

Beispiel 3.11 Ein Laufer erzielt iiber s = 10km eine Zeit von t = 30min = mittlere Ge-
schwindigkeit v = 3 = QOkTm.

Der Fehler der Messung von Strecke s sei As = +1m. Fiir die Zeit gelte At = £1sec. Wie grof
ist Av maximal ?

ov

ov
g(s,t)‘ AS —+

—(s,t)‘ At

Av(s,t) = 5

1 s

As S
= — 4+ At
t +t2
~0.001 km+ 10 km 1
05 h  0.25 h? 3600

_ (0.002 + ﬂ) km

3600)
k k
— (0.002 + 0.011) 2 = 001322
h h
km

Beispiel 3.12 Bei der Herstellung von Schwimmbecken werden Fertigungsfehler gemacht. Wih-
rend die Lange 1 und Breite b relativ genau gefertigt werden ( Al = £2mm und Ab = £1mm
) ist man bei der Uberwachung der Tiefe t des Becken grossziigiger und toleriert noch At =
+20mm Die Becken werden standardméssig in den Massen Breite b = 5 m, Linge | = 10 m
und Tiefe t = 2 m ausgeliefert. Die einzufiillende Wassermenge V héngt natiirlich von b,l und
t ab. Wie gross ist AV maximal?

V=0b-1-1

AV (b,1,t) = ’aa—‘;(b,z,t)’ Ab + ‘%—‘Z/(b,z,t)' Al + ‘%—‘Z(b,l,t)‘ At

— |It] Ab + [bt] Al + [bl| At
— ItAb + btAl + bIAE

= 100dm x 20dm x 0.01dm + 50dm x 20dm x 0.02dm + 50dm x 100dm x 0.2 dm

= 20dm? + 20dm? + 1000dm?> = 201 + 201 + 1000 = 10401

= V= (100 + 1.04)m?

Satz 3.9 dber implizite Funktionen wird weggelassen.



3.7 Extremalprobleme

Sei f : R? — R gegeben. Durch f(x,y) = 0 wird eine Relation beschrieben. Der Satz iiber impl.
Funktionen macht eine Aussage dariiber, ob sich f(z,y) = 0 nach y auflésen 14t. (siehe [?] S.

592-599)

Definition 3.21 Sei f : D — R zweimal stetig differenzierbar. Die n x n—Matriz

82
(Hessf)(Z) := (axafx(f)) -
iUdg 1=1,---.,n
j:17"'7n

heifst Hesse—Matrix von f im Punkt x € D.

Bemerkung: Hessf ist symmetrisch, da

0% f 02 f

8:@8:@ N (9:6]8%

Satz 3.10

Fiir die Taylorformel gibt es fogende alternative Schreibweisen:
)
wobei ¢ = f(Z),d = (gradf)(z), A = (Hessf)(x)

o 2 Pt
undg(h)zo( )@limM—O

h—0 ‘E‘Q -
h#0

1. f(Z+h) 7

c+c?ﬁ+%ﬁ(/lﬁ)+0<

h

3.7 Extremalprobleme

3.7.1 Extremalprobleme ohne Nebenbedingungen

so daf
@) = f(y) (bzw.f(Z) < f(§) VyeU

Analog ist ein isoliertes oder echtes Maximum (Minimum) definiert durch

@) > fG) (bew. f() < f(§)) VGeU y§#7

Alle diese Punkte heiffen Extrema oder Extremalstellen.

Satz 3.11

Definition 3.22 Se: D C R" und f : D — R eine Funktion. Ein Punkt x € D heifit
lokales Maximum (Minimum) von f, falls eine Umgebung U C D wvon x existiert,

Sei D C R" offen und f : D — R partiell differenzierbar. Besitzt f in & € D ein lokales

Extremum, so gilt grad f(Z) = 0.
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Beweis zuriickfithren auf 1-dim. Fall Fir ¢ = 1,--- ,n sei g;(h) := f(z1, -+ 2+ hy- - xp).
Hat f in Z ein lokales Extremum, so hat g; in 0 ein lokales Extremum, also gilt (siehe Analysis

o ()

— Z1

I) gi(0) = 0. Da ¢}(0) = %S) folgt grad f(¥) = : =0
oo (7)

Bemerkung: Satz 16 liefert eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.
Erinnerung an lineare Algebra:

Definition 3.23 Sei A eine reelle symmetrische n x n—Matriz.

A heifsit positiv (negativ) definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv (negativ)
sind.

A heifit positiv (negativ) semidefinit, wenn alle Eigenwerte > 0 (bzw. < 0)
sind.

A heifit indefinit, wenn alle Figenwerte # 0 sind und sowohl positive als auch
negative Figenwerte existieren.

Satz 3.12 Kriterium von Hurwilz

Sei A eine reelle symmetrische Matrix. A ist genau dann positiv definit, wenn fiir k =1,--- |n
gilt
ayp - Qi
>0
g1 - Qkk

A ist genau dann negativ definit, wenn -A positiv definit ist.
Satz 3.13

Sei D C R" offen, f : D — R zweimal stetig differenzierbar und & € D mit grad f(Z) = 0. Dann
gilt:

a) (Hessf)(Z) positiv definit = f hat in & ein isoliertes Minimum
b)  (Hessf)(Z) negativ definit = f hat in Z ein isoliertes Maximum
c) (Hessf)(Z) indefinit = f hat in Z kein lokales Extremum

Bemerkung: Satz 16 macht keine Aussage fiir den Fall, dak (Hessf)(Z) positiv oder negativ
semidefinit ist.

Vorgehensweise zur Anwendung von Satz 15+16 zur Suche nach lokalen Extrema
einer Funktion f: (D C R") —» R:

1. Berechnung von gradf
2. Berechnung der Nullstellen von grad f

3. Berechnung der Hessematrix Hess f
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4. Untersuchung von Hessf (%) fiir alle Nullstellen Z von gradf.
Beispiel 3.13 fiir Funktionen f:R? — R:
L f(z,y) =2 +y* +c

gradf(x,y) = ( gz ) = gradf(0,0) = ( 8 ) =0

Hessf:(?) (2))

ist positiv definit auf ganz R? = f hat in 0 ein isoliertes lokales Minimum. (nach
oben gedfnetes Paraboloid)

2. flz,y) =—2®—y*+c
-2 0
gradf(0,0) =0 Hessf = < 0 9 )
= isoliertes lokales Maximum in 0. (f ist ein nach unten getffnetes Paraboloid)
3. fle,y)=ax+by+c a,b#0
gradf = ( Z ) £0 V7eR?
= kein lokales Extremum

4. flz,y) =2 =y +c

2z
—2y

Hessf:(g _02)

= Hessf indefinit = f hat kein lokales Extremum.

grad f(z,y) = < ) = gradf(0,0) =0

5. fla,y) =a*+y*
gradf:<4y3> = gradf(0,0) =0

Hessf(0,0) = ( g 8 )

= Hessf positiv smidefinit, aber f hat in 0 ein isoliertes Minimum.

6. f(z,y) = a?
gradf:(Q(f) = gradf(0,0) =0

Hessf(0,0) = ( (2) 8 )

= Hessf pos. semidefinit, aber f hat ein lokales Minimum (nicht isoliert!). Alle
Punkte auf der y—Achse (z = 0) sind lokale Minima.
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T flay) =2 +y°
2z
gradf(z,y) = ( 3 ) = gradf(0,0) =0
Hessf(0,0) = ( g 8 )

= Hessf pos. semidefinit, aber f hat kein lokales Extremum.
Satz 3.14 (lokale Extrema im R?)

Sei D C R? offen, f : D — R zweimal stetig differenzierbar und Z € D mit

0 0
=0 ey o

und
fxxfyy - szy >0

im Punkt ( z ) Dann ist Z ein

e isoliertes Maximum, wenn f,,.(z,y) < 0 ist
e isoliertes Minimum, wenn f,,(z,y) > 0 ist
Beweis von Satz 3.14:

1. isoliertes Minimum:
Sei fozfyy — f2, > 0 im Punkt ( Z ) und f.(z,y) > 0. Dann gilt det < Joo Sy ) 50

fxy fyy
und det(f,;) > 0 nach Satz 3.12 ist dann Hessf positiv definit, und nach Satz 3.13 hat f

ein isoliertes lokales Minimum.

2. isoliertes Maximum:

Sei foufyy — ffy > 0 im Punkt ( Z ) und f..(z,y) <0, dann gilt,

det {— ( jﬁy ;yz )} - det( :L{{z :;yz ) = faryy = 2, > 0
det [—(foz)] = = fra(w,y) >0

= beide Unterdeterminanten von —Hessf(z,y) sind positiv, damit ist —Hessf(x,y)
positiv definit

= Hessf(x,y) ist negativ definit

= f hatin ( g ) ein isoliertes lokales Maximum
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Beispiel 3.14 Extrema von f(z,y) =2*+y* + 2y — 20+ 3y + 7

2z +y—2\ 1
gradf_(x+2y+3 ) =0

2 +y—2 = 0
r+2y+3 = 0/(-2)

3y—8 = 0
_ 8
¥y = 73

16 7

— ——3:—

o 3 3

2 1. o . o . e .
Hessf = ( 1 9 ) ist positiv definit, weil beide Unterdeterminanten positiv sind, bzw. , weil

foafyy — 2, =4—1=3>0und f,, =2>0.
7

Damit hat f im Punkt & = ( 3s ) ein isoliertes lokales Minimum.
3

3.7.2 Extremalprobleme mit Nebenbedingungen
Beispiel 3.15 gesucht ist das Rechteck maximaler Flache bei festem Umfang U.
Fliche f(z,y) = zy. Die Funktion f(z,y) besitzt kein lokales Maximum!

Nebenbedingung: U = 2(z + y) oder = +y = ¥ eingesetzt in f(z,y) = zy

U U v,
= g(a:).—f(a:,E—x)—m(E—x)—Ex—x
g'(a:):g—Qac:O
2
v=1Y
= x=y
y=75
U
"
“y=-2
&

= 1z =y ist Maximum der Fléche bei konstantem Umfang!
In vielen Fillen ist das Einsetzen der Nebenbedingung(en) nicht mdglich !
gesucht: Extremum einer Funktion f(xy,--- ,x,) under den p Nebenbedingungen

hl(xla". 7:Cn) = O

hy(xy, -+ ,x,) =0
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Satz 3.15

f:D — Rund h: D — RP seien stetig differenzierbare Abbildungen auf einer offenen Menge
D C R™,n > p, wobei die Matrix h/(Z) fiir jedes Z € D den Rang p hat. Dann gilt:

Ist 29 € D ein Extremum von f unter der Nebenbedingung k(i) = 0, so existieren reelle
Zahlen Ay, - -+, A, mit

of ., POy, o
axiCmo—+g§;Akaxi¢mg__o Vi=1,---.n

und

Veraunschaulichung;:
Sei p = 1, d.h. nur eine Nebenbedingungen gegeben. Dann gilt fiir eine Extremalstelle x5 von
f unter der Bedingung h(%,) = 0:

grad f(Zo) + Agradh(7y) =0

= gradf und gradh sind im Extremum x; parallel!
= Hohenlinien von f und von h fiir h(Z) = 0 sind in 7 parallel.
Die Zahlen Ay, --- |\, heiflen Lagrangesche Multiplikatoren.

Bemerkung: Es sind n+p Gleichungen mit n+ p Unbekannten zu 16sen. Unter den Lésungen
sind dann die Extrema noch zu bestimmen, d.h.: Nicht jede Losung der n+ p-Gleichungen muf
ein Extremum von f unter der Bedingung h = 0 sein ! (notwendige Bedingung fiir Extremum)

Definition 3.24 Seien f,h wie in Satz 18 gegeben. Die Funktion L : D — R

p
L(:El;”' 7xn) :f($l7“' 7xn>+z)\khk<xla 7-,1771)
k=1

heiffit Lagrangefunktion.

Folgerung: Die in Satz 18 zu 16senden Gleichungen lassen sich einfacher darstellen:

oL . . .
axl(m) —O (Z—L 7n)

hi(7) =0 (k=1,---,p)

Beispiel 3.16 gesucht: Extrema von f(z,y) = 2*+y?+3 unter der Nebenbedingung h(z,y) =
?+y—2=0

L(z,y) = PP+ 3+ Ny —2)

oL

%(I, y) = 2x+42\x
oL

— = 2y+ A
oy V) y+
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gradL(z,y) =0 , h(z,y)=

20 +2)\x = 0 (1)

2u+ X = 0 (2)

?+y—2 = 0 (3)

(2)in(1) : 2z —4axy = 0 (4) (4)

y = 2—2° (3a) (5)

(3a)in(4) : 2v —42(2 —2%) = 0 (6)

1. Losung: 1 =0 y; =2

2 -8+422=0
422 = 6

3 1
562,3::|I 5 Y23 = 5

- a3

ist Maximum,

und

sind Minima.

Beispiel 3.17 Man bestimme Extrema der Funktion f(z,y) = 422 — 3xy auf der Kreisscheibe
Kgy = {(z,y)]2* +y* < 1}

1. lokale Extrema im Inneren von Fﬁ,ﬁ
8r —3
grad f(z,y) = ( ! ) =0

= I= ( 8 ) ist Nullstelle des Gradienten.

Hessf = ( _83 _03 )
8] =38

8 =3
-3 0

‘ =0-9=-9
= Hessf nicht positiv definit und Hessf nicht negativ definit. Eigenwerte von Hessf =: A

AF=Ai & (A—Ni=0
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o (8_‘?} j)f:o@det(S_‘?f j):o
S B=XN(=N)—-9=0 < XN -8-9=0
Mo=44+V16+9
M =9
Ay =—1

= Hessf ist indefiniert
= f hat kein lokales Extremum auf einer offenen Menge D.
= insbesondere hat f auf K, kein Extremum!

2. Lokale Extrema auf dem Rand, d.h. auf 0K, gesucht: lokale Extrema von f(z,y) =

4x? — 3xy unter der Nebenbedingung x* + y? — 1 = 0 Lagrangefunktion L = 4x? — 3zy + \(2? +
2

y'—1)

oL
— =8r—3y+2\r =2\ +8)x — 3y
ox
L
oL = =3z + 2\y
dy
Gleichungsysteme fiir x, y, \:
(1) 8xr—3y+2\x =0
(2) —3r+2\y =
(3) 4yt —-1 =
(Dy — (2)z = (4) 8zy —3y*+32* =0

1. Losung: (3) = (3a): y?*=1-12?
(3a)in(4) : £82v1 — 22 —3(1 —2%) + 32 =0
Subst. : 2> =u: +£8yuv1—u=3(1—-u)—3u=3—6u

quadrieren:
64u(l —u) = 9— 36u + 36u
—64u? + 64u — 36u> +36u—9 = 0
—100u? + 100u — 9 =0
u? —u + 1—00 =0
Uiy =3+ — % = %i\/215&)9:%i%
uy = 0.1
U9 0.9
T2 = E= A~ £0.3162
X34 :l:\/il—o ~ +0.9487
Ho6henlinien:

flz,y) =4a® =3y = c

—c + 422 4 c

A S U
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) je ein isoliertes lokales
Maximum

= f(z,y) hat auf Ky, in 7 = ( i und in 7y =
V10
= f(z,y) hat auf Ky, in ¥3 = (

> je ein isoliertes lokales

Minimum.
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Mathematica Grafik:

Show[ContourPlot [4*x~2 - 3 x*xxy, {x,-1,1}, {y,-1,1}, PlotPoints -> 60,
Contours -> 20, ContourSmoothing -> True, ContourShading -> False,
PlotLabel -> " "],

Plot[{Sqrt[1-x~2],-Sqrt[1-x~2]1}, {x,-1,1}],
AspectRatio -> 1
]

. /

-1 0.5 0
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3.8 Die Taylorformel im R"

fiir Funktionen von R"™ — R.
Satz 3.16

Sei f: D — R, (D C R")(k + 1)-mal stetig differenzierbar und seien & € D, h € D, so daf
Z+the D Vtel0,1]. Dann gibt es ein © € [0, 1], so daf

7

= - o' f (% .
f(f+h):f(f)+zl—1! Z hil...hil#qtm(f,h)

mit

n k+1 (= 7

Th41
0:16,-1 Ce 8$ik+1

Entwicklung um 7 € R"

Beweisidee: Zuriickfithren auf den eindim. Fall:
Definiere
g:[0,1] - R
g(t) = f(Z + th)

Berechne Taylorentwicklung von g in Punkt 0:

k (k+1)
9 ( ) E+1
dz € [0,1] = E t
. (k+1)!

Zu zeigen ist nun:

o'f
(l) heo - R A—
Z e Oz, -+ - Oy,

=1

durch Anwendung der Kettenregel auf g(t) = f(Z + th)
Beispiel 3.18

1. £ =1. Wenn f 2-mal stetig differenzierbar ist, gilt

. ) 0 .
JE+R) = S0+ @)+ b (@) + LS e
21 10=1 “ i2
o f(Fo+di) = f(fo)+agii°)dxl+. ‘”(; ; ) 4z + R (i, d7)

mit & = @ + d7 und df(F) = f(Z) — f(T) folgt df(7) = Ldwy + ... + U gy, 4
R,.(Zy, d¥) = totales Differential.
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2. Relativistische Addition von Geschwindigkeiten vy und v zu w(vy, o)

124} + 1]
Viv2
I+ =52

w(Vl, Vz) =

Entwicklung von w im Punkt (0,0):

ow _1(1+42) — (n+m) (3)

om (1+122)°
ow ow
— =1 — =1
G 00 =1 5700
0 0
wv) = w(0,0)+ 50,0001+ (0,0} + Ral0, (11,12))
_ 81/1 5V2

= 04+ +rm+ Ry +1s

klassischer Grenzfall fiir vq, 1, << ¢!
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4 Anwendungen der Differentialrechnung

4.1 Ausgleichsrechnung
Aufgabe 1

Messen der Kennlinie eines unbekannten elektronischen Bauteils. Kennlinie: I = f(U)

Beispiel 4.1 gegeben: Wertetabelle:
(U17 [1)
(U27 [2>

(Uns 1)
h

M X+th fur t€[01]

e Welche Funktion f(U) liegt den Daten zugrunde ?

e Wie geht man vor zur Bestimmung von f 7

X

= fiir jede endliche Serie von Messungen gibt es unendlich viele differenzierbare (glatte)
Funktionen, d.h.: Vi =4,--- ,'n I, = f(U).

= zu viele Freiheitsgrade fiir f

= Aufgabe (noch) nicht eindeutig gestellt!

Aufgabe 2

Gesucht ist die Gerade I = %U , welche moglichst wenig von den Messungen abweicht.

Wie geht das ? —  Zeichnerisch

Rechnen ? —  Gruppenarbeit = Minimierungsaufgabe ! Welche Grofe soll minimiert
werden 7



44 Anwendungen der Differentialrechnung

Abstand zu 2 Punkten ?

maximaler Abstand ?

Summe der Abstiande 7

Summe der Betrdge der Abstinde ?

summe der Quadrate der Abstinde ?

4.2 Die Methode der kleinsten Quadrate (Gaufl)

Minimierungsaufgabe nach Gauk:
geg.: n Messungen, d.h. Wertepaare

(@1,71)

(20, Yn)

Funktion f(z,a1, - ,ax):= f(z) k<n
gesucht: Werte fiir a4, --- , a; derart, dak

n

E(f(z1) —y1, -, f@n) —yn) == Z(f(%) — i)

i=1
minimal wird !

Vereinfachung: f(z,ay,--- ,a;) := alf () + agfo(x) + - - - + arfr(x) f ist Linearkombination
von Funktionen. E extremal = =0 Vj=1,---k

n

E(--) = (arfilw)+ -+ apfulw) — y:)°

=1

aa - QZ (Z afi(x ) fi(zi)
% Zzalfl f] xl Zyzf] xz

=1 [=1

N

P ZalZfl Z; fj IL’Z Zyzf] xz

~~
Aji bj

k
= ZAjlal:bj ]21,,]{3
=1

lineares Gleichungssystem fiir Parameter ay,--- ,a; ( Normalgleichungen !) Losen der Nor-
malgleichungen liefert aq, - - -, a.
Bemerkung: Normalgleichungen sind in der Regel (nicht immer) eindeutig 16sbar.
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Spezialfall: f(x,a,b) = ax + b (Regressionsgerade)

E = Z(a:c,; +b—y)?

=1

n

OFE
S0 2;(axi +b—yi)r; =0

n

%—f :2;(ami+b—yi) =0
= aix?—i—bixi :ixiyi
i=1 i=1 i=1
azn:xi—irnb: 2”:%
i=1 i=1

o= Y TiYi — D Ti) Vi
nY o} — (L)
b— DT DY~ DTy Ty
nY e} — (@)

bleibt zu zeigen: Die Lisung ( Z ) von gradE = 0 ist ein Minimum !

Losung:

4.3 Statistische Rechtfertigung ( — Statistik)
Sei f(z) = c die konstante Funktion.

gesucht: ¢ !
f(x)
o
o o ¢
c o
o o
¢ °

— | |
X1 Xo X; Xn X
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=2 (nc—igﬁ) =0
i=1

Arithmetisches Mittel !

4.3.1 Fehler der Koeffizienten a;

Wegen Meffehler in (z;,y;) sind aq, - -, a; fehlerhaft.
Berechnung der Genauigkeit Aay,--- , Aay aus Ay, - -+, Ay, mit dem Fehlerfortpflanzungsge-

setz (maximaler Fehler)

=119
Spezialfall Regressionsgerade:
o= 5 (nay = 300, a5) Ny e (Z )2
5 =n xTr;, — ZT;
B (Y (N ay) Z

"\ | da

Aa = — | Ay
;;3% ’
=~ | 9b

Ab = — | Ay
%;a% ’

y
atAa
a- Aa
b+A b ]
X
b- Ab

Beispiel 4.2 (Brauch S. 492) sieche Ubungen.
nichtlineare Regression (Beispiele):
Potenzfunktion: v = cu? konst. ¢, d gesucht !

logv = logc+ dlogu
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( — Statistik)

47

y:=logv, xz:=logu = a3 =logc,

Exponentialfunktion: v = Ae

y = logw,

Y = a1 + asx

A, b gesucht
logv = log A + bu

r:=u = a; =IlogA,

Y = a1 + QT

agzd

CLQIb



48 Differenzengleichungen

5 Differenzengleichungen

5.1 Modelle

Differentialgleichungen und ihre diskrete Schwestern die Differenzengleichungen resultieren in
erster Linie aus der mathematischen Modellbildung von physikalischen, chemischen, biologi-
schen, 6konomischen, ... Prozessen. Diese Gleichungen beschreiben in diesem Zusammenhang
ein vereinfachtes Modell der Wirklichkeit. Wozu werden diese Modelle erstellt?

Fiir Erstellung dieser Modelle und die Berechnung der resultierenden Gleichungen gibt es viele
Griinde. Einer der Hauptantriebsfeder fiir die Beschiftigung mit dieser Materie diirfte jedoch
der Wunsch sein die Zukunft vorhersagen zu kénnen. In den vielen Féllen wo die mathema-
tischen Modelle mit der Realitdt gut genug iibereinstimmen klappt dies inzwischen recht gut.
Schwierigkeiten macht allerdings oft die langfristige Vorhersage; woran dies liegt werden wir
spiter sehen. Beispielsweise klappt die kurzfristige Wettervorhersage heute schon ganz gut wo-
hingegen die langfristigen Prognosen eher an Raten erinnert

Bevor wir uns ersten Beispielen von Differenzengleichungen zuwenden noch ein kurzes Zitat:
Ich behaupte sogar, dass in jeder besonderen Naturlehre nur soviel eigentliche Wissenschaft
angetroffen werden kénne, als darin Mathematik anzutreffen ist.

Immanuel Kant

"Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft”

Doch weg von der Metaphysik hin zu einem ganz banalen Beispiel:

Wie lange muss ich eine Cola-Dose von 20°C in einen Kiihlschrank von 4°C stellen um eine
“angenehme” Trinktemperatur von 6°C zu erhalten? Dauert dieser Vorgang bei Cola-Dosen von
40°C doppelt so lange? usw.... Im folgenden wurde dieses Modell der Temperaturdnderung in
ein EXCEL-Sheet eingegeben und dann ein entsprechendes Diagramm ausgegeben.



5.1 Modelle 49

Dies ist ein Beispiel f'"ur die Berechnung der Temperaturentwickung einer Cola Dose
im K"uhlschrank bei unterschiedlichen Anfangstemperaturen
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Temperaturentwicklung von Coladosen im Kiihlschrank

70,00
60,00
50,00
o
F
=
2
< 40,00 ——Reihe1
E- —#—Reihe2
2 Reihe3
g 30,00 —Reihe4
o
1]
3
<
20,00
10,00
0,00

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Zeitintervalle x 0,1 Stunden

Dies ist die graphische Ausgabe fiir die Temperaturentwickung einer Cola Dose
im Kiihlschrank bei den Anfangstemperaturen 10°C, 20°C, 40°C und 60°C
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5.2 Definition der Differenzengleichung

Was ist nun eine Differenzengleichung?
In vielen Fillen ist eine Kenngrosse nur zu bestimmten diskreten Zeitpunkten ¢y, t5,%3,- -+ be-
kannt Die Kenngrosse y kann durch eine Abbildung N — Rt — y(t) beschrieben werden:

Schreibweise : y,  statt  y(t)

Mit der Annahme, dass t nur ganzzahlige Werte annimmt (d.h. At = 1 ) kommen wir zur

folgenden Definition

| Definition 5.1 Ay = yi1 — yt

Beachten Sie, dass die Differenz davon abhingt zwischen welchen Zeitpunkten die Differenz
gebildet wird.

Aus einer Folge von Differenzen (zu verschiedenen Zeitpunkten) lisst sich nun wiederum eine
neue Folge von Differenzen (von Differenzen) bilden. Differenzen der Ordnung k werden daher
gebildet durch:

Afy, = A(A1y,) = Ay — ARy,
Beispiel k= 2

AQyt = A(Ay) = Ay — Ay,
- (?/t+2 - yt+1) - (yt+1 - yt)
= Yiy2 — Y41 + Y

Definition 5.2 FEine Differenzengleichung ist eine Gleichung, die eine Differenz enthdlt.
Sie heisst von k-ter Ordnung wenn die hiochste Ordnung der vorkommenden Differenzen
gleich k ist.

Beispiel
Ay, = Differenzengleichung erster Ordnung
Ay, = %yt Differenzengleichung erster Ordnung
A%y, + 2Ay, = =3 Differenzengleichung zweiter Ordnung

USwW.
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6 Differentialgleichungen

Verfeinert man bei den Diffenzengleichungen die Schrittweite immer mehr, so erhdlt man im
Grenziibergang At — 0 aus den Differenzengleichungen die Differentialgleichungen

Definition 6.1 Begriffserklirung: Fine Gleichung, in der Ableitungen einer unbekann-
ten Funktion y(z) bis zur n-ten Ordnung auftreten heisst gewohnliche Differentialglei-
chung n-ter Ordnung. Gesucht ist nicht eine Zahl oder ein Vektor, sondern eine Funktion.

Definition 6.2 Sei D C R" (n fest) und eine vorgegebene, beziiglich des letzten Argu-
ments nicht konstante Funktion.
Unter einer gewdhnlichen DGL der Ordnung n versteht man eine Gleichung der Form

POz, oyl), y), -, y™(@@)=0 *

Sei I C R ein Intervall:
Eine Funktion y : I — R,z — y(z) heisst Losung der DGL in I

wenn y(x) in I n-mal differenzierbar ist und
wenn fiir alle (2, y(x), o' (z), ---, y"™(x)) € D fiir alle x € D und
wenn die Gleichung * fiir alle x € D erfiillt ist.

Zunichst beschrinken wir uns aber auf die Untersuchung von DGLn 1-ter Ordnung
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6.1 Differentialgleichungen 1-ter Ordnung
6.1.1 Geometrische Interpretation

Wir betrachten die DGL 1-ter Ordnung

v(x) =f( z, y(z)) oder auch vy = f(z,y)

Durch die Beziehung y’ = f(x,y) wird jedem Punktepaar (x,y) in einem gewissen Bereich D z.B.
im Rechteck

{ (z,y)| a<z<b c<y<d }

eine Richtung zugeordnete:

Durch (x,y) tragen wir eine kurze Strecke mit der Steigung y’ (=f(x,y)), ein sogenanntes Lini-
enelement ab

Beispiel: ¢/ = 2* + y? := f(z,y)
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DirectionField =

PlotVectorField[ {1, x~2 + y~2 }, {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
ScaleFunction -> (1 &), AspectRatio -> 1,
Axes -> True, AxesLabel -> {"x", "y"},
Ticks -> None, Frame -> True];
Display["dgl_x~2+y~2.eps", %,"EPS"]

Im Punkt (2,1) besitzt das Linienelement die Steigung f(2,1) =22+ 12=5
Die Menge aller Linienelemente nennt man das Richtungsfeld.
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Den Losungen von y'=f(x,y) entsprechen jetzt Kurven, die in das Richtungsfeld "passen”; die
also in jedem Punkt gerade die durch das Richtungsfeld vorgebene Steigung haben.
Folgerung:

Die allgemeine Losung einer DGL besteht nicht aus einer einzigen Losung sondern aus einer
Schar von L&sungen.

6.1.2 Anfangswertproblem

Eine DGL hat daher im allgemeinen unendlich viele Losungen; siehe Beispiel 1 (Temperatur-
kithlung):

TEMPderCOLA'(t) = —k x TEM PderCOLA(t)
Fiir alle Anf € R ist
TEMPderCOLAn;(t) = Anf * e

eine Losung der Differentialgleichung.
Probe: TEM PderCOLA!y, (t) = wooooviiiiiinn,

DirectionField =
PlotVectorField[ {1, -0.1xy+0.4 }, {x, 0, 50}, {y, -5, 30},
ScaleFunction -> (1 &), AspectRatio -> 1,
Axes -> True, AxesLabel -> {"x", "y"},
Ticks -> None, Frame -> True];
Display["dgl_-0.1y+0.4.eps", %,"EPS"]

Fiir die Bestimmung von Anf bei einem konkreten Problem braucht man aber zuséatzliche Infor-
mationen. Im allgemeinen Fall einer DGL n-ter Ordnung werden fiir einen x-Wert xy n Werte
angegeben:

der Funktionswert y(x¢) und die Werte der ersten n-1 Ableitungen

y(x0)7 y/<$0), T y(n) (ZL‘O)

In unserem Fall ist die Ordnung—1, d.h. es ist vorgegeben

............................................. Da die Funktion TEMPderCOLA(t)
fiir beliebige Werte von Anf eine (allgemeine) Losung der DGL ist, kann der Kooefizient Anf
nur aus dem Anfangswert bestimmt werden, um so zu einer speziellen (partikuldren) Losung
der DGL zu kommen:

TEMPderCOLAan;(to) = Anf x e”®*0 = TEM P, fiir ty =0
dass heisst Anf = TFEM P, fiir ty = 0 und die partikulidre Losung lautet:
TEMPderCOLA 4, (t) = TEM Py % e *7%) = TEM Py % ™" fiir ty = 0

Bemerkung: Das oben behandelte Problem besteht also aus einer DGL 1-ter Ordnung und aus
einer Anfangsbedingung
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6.1.3 Grundproblem bei Anfangswertaufgaben
Es stellt sich nun die Frage ob fiir die Anfangswertaufgabe

y'(x) = f(x, y(x)),  y(20) = wo
bei vorgegebenen Anfangsdaten (z¢,1y) und vorgegebener Funktion f, stets eine Lsung zu
finden ist (Ezistenzproblem) und ob diese Losung die einzige ist (Findeutigkeitsproblem)
Beispiel: Gegeben sei die DGL
y =flay) =1+y°
Durch Raten und Nachrechnen sieht man, dass die folgende Funktion die DGL 16st:
y(x) = tan( x + C)

mit einer beliebigen Konstante C
Eine spezielle Losung durch den Punkt (xg,yo) = (0,0) (d.h. Anfangsbedingung y(0)=0) erhal-
ten wir aus

y(0)=0 tan(C), oder C=kn (ke Z)
durch

y(x)= tan x, C=0

- T

Es existiert also die Losung von y” = 1 + y® durch den Punkt (0,0) nur im Intervall (<F, %)
Diese Beispiel zeigt, das Existenzaussagen im Allgemeinen nur lokal, d.h in einer geniigend
kleinen Umgebung des Anfangswertes xq gelten

Beispiel: Betrachte die DGL

y = fxy) = Iyl
Die triviale Losung ist sofort erkennbar:

yv(x)= 0 fiir alle x € R

Weitere Losungen sind fiir beliebige Konstanten C

o= falls y>o0
yie) = { — (Tc)2 falls y <0

Fiir keinen Punkt der x-Achse liegt somit eine eindeutige Losung vor.

Diese Beispiele zeigen, dass nicht jedes Anfangswertproblem eine Lésung bzw. eine eindeutige
LOsung besitzt. Diese Fragestellung ist aber sehr wichtig, insbesondere bei nummerischen Lo-
sungsverfahren, die mindestens die Existenz einer Losung voraussetzen. Es stellt sich daher die
Frage fiir welche Klassen von Anfangswertproblemen es genau eine Losung gibt. Die Antwort
liefert der folgende Satz von Picard-Lindelof:

8N
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6.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof
Satz 6.1
Die Funktion f: R? — R sei im Rechteck
D:={(x,y) | |z —x0| <a,ly —yo| < b; a,b € R fest}

stetig und dort nach y stetig partiell differenzierbar. Ferner sein M und h durch

M:= maz(zyep | f(z,y)] und h := min(a, 2)
erkldrt. Dann gibt es in der Umgebung

Un(xo) := {x| |z — x| < h }

des Punktes z genau eine Losung y(x) des Anfangswertproblems

y'(x) = 1%, y(x)),  y(z0) = vo
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6.2.1 Beweis der Existenz einer Losung

Das Anfangswertproblem ist dquivalent zu folgender Integralgleichnung:

mmzm+/7wmmw

Denn durch Einsetzen der DGL in das Integral gewinnt man:

mw—m:y@wm@@:/%wwif#@mmw

und anderseits durch Differenzieren der Integralgleichung:

V) =0+ 7 [y = riey)

und

%m=m+/aWw@W=m

Das heisst eine Losung der Integralgleichung ist zugleich eine Losung der DGL und umgekehrt.
Konstruktion einer Lésung mittels sukzessiver Approximation: Starte mit der Anfangsndherung

yo(x) == 1o Va € Up(zo)

als konstante Funktion durch (z¢,y). Mit Hilfe der Nidherungslésung bestimmen wir unter
Verwendung der Integralgleichnung eine weitere Naherung:

yi1(x) = 1yo + /$ f(t,yo)dt Vo € Up(xo)

und wenden diese Methode erneut an und erhalten

mm:%+/ﬁwmmﬁ Vir € Up(ixo)

beziehungsweise nach n-maliger Wiederholung

Yn(T) == yo + /ﬁt ft, yn—1(t))dt Va € Up(xg),n € N
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Somit erhalten wir eine Folge von Nahrungslosungen: {y,(z)} .
Wir zeigen nun mit vollstéindiger Induktion, dass die so gewonnene Folge {y,(z)} nicht aus dem
Definitionsbereich hinausfiihrt, da sonst die Ausdriicke

/ CF(t, at))dt

nicht erklart sind.
Induktionsanfang (n=0):

Wegen yo(z) = yo folgt |yo(z) — yo| = 0 < b Vo € Up(z0)

Induktionsvoraussetzung:

Fiir ein (festes) n € N gelte auf Uy (x¢) |yn(z) — yo| < b

Induktionsschluss: Zu zeigen |yn1(z) —yo| < b

<

[Ynr1(2) = wol =

wt [ s —w) < [ wlf(t,yn(t))ldt‘ <M

/ dt‘ =M |z — x|
z0

<Mh<Mz =0

Wegen der Beschrinktkeit von f durch M im Rechteck D und der Definition von h

Also ist die Folge {y,(x)} wohldefiniert.
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Behauptung: Die Folge {y,(z)} konvergiert auf Uy, (x) gegen eine Losung der DGL bzw. gegen
eine Losung der Integralgleichung:
Dazu verwenden wir fiir y,(z) die Darstellung

Yn(2) = yo+ (W1() —y0) + (v2(2) =41 () ++ -+ (Yn () = yn-1(2)) = yo+ 25 (4 (2) =951 (7))

da sich die Summanden auf der rechten Seite besonders giinstig abschétzen lassen: Es gilt
namlich fiir x € Uy(z9) :

ly;(z) —yj-1(x)| =

e [ )i =~ [ i, yj_2<t>>dt'

/ " Ftya(t) — £t yj_2<t>>dt\ < / 1 F () — £t yyalt)] dt

Wegen der Beschrianktheit von f gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir
den Integranden des letzten Integrals eine Konstante L > 0 mit

[f(tyj1(t) — [t yj—2(0))] < Llyj1(t) — yj—2(t)]

wobel

Jd
L= Max (zy)eD ‘_fgz,y)

Also gilt fiir alle x € Uy (o)

JRECE) dt\

o

lyj(z) —yj—1(2)] < L

Andererseits gilt nach Definition von M fiir alle = € Uy ()

[y1(x) = Yol = |vo +/ St yo)dt — yo| < / ‘f(f7yo)|dt’ <M / dt’ =M |z — x|
X0 o o
Damit ldsst sich die Abschétzung der Summanden |y;(z) — y;_1(z)| "iterieren”
T T |$ _ ..'lf(]|2 h2
[yo(2) —yi(@) < L| [ [31(8) = yo(t)] dt) < LM | ||t = wo| dt| = LM ——— < LM~
X0 xo

u.s.w. Durch vollstandige Induktion lasst sich daher zeigen:

i1 hI Lh)J
ly; () — yja ()] < ML~ = LD

fir alle j € N und alle x € Uy (z0). Damit erhalten wir auf Uy (zo)

> (@) — yja(z)) < u ol (L]—}f)] (konvergente Majorante)
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Die Folge {y,(z)} konvergiert daher auf Uy (zo) gleichmissig gegen

y(@) = yo+ 255 (4;(2) — yj-1(2))

Da die Funktionen y,, auf Uy (zo) sdmtlich stetig sind, ist auch y als Grenzwert der gleichméssig
konvergenten Folge {y,(x)} dort stetig. Wegen

[f(tyj-1(8) = [ yi—2(0))] < Llyj—1(t) — yj—2(t)]

ergibt sich aus der gleichmissigen Konvergenz der Folge {y,(z)} gegen y(x) die gleichméssige
Konvergenz der Folge {f(t,y,(t)} gegen f(t,y(t)). Daher darf in der Beziehung

n—0o0

xo
y(r) = lim y,(v) = yo + JH&/ Ft yna(t))dt
x0
der Grenziibergang n — oo und die Integration vertauscht werden:

) =g+ Jim [ f(tae =gt [l f(ee @)= [ o)

xo

Das heisst die Nahrungslosungen vy, (z) konvergieren gleichmaissig gegen eine Losung der Inte-
gralgleich und damit der DGL. Das heisst es existiert eine Losung der DGL.
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6.2.2 Beweis der Eindeutigkeit einer gefundenen Lsung

Wir nehmen an, y(x) und y*(x) seien zwei beliebige Losungen des Anfangswertproblems der
DGL bzw. der Integralgleichung. Wie oben zeigt man fiir x € U ()

NG —y<>|dt\

ly(z) =y (2)| =

[ v - <ty<>>dt\<f:

Setzen wir fiir beliebiges hg < h
A = max)ego)<h, [y() — y*(2)]
so ergibt sich
ly(x) — y*(z)| < LA |x — x| fiir x € Up,(x0)

Das Ergebnis eingesetzt in die vorige Ungleichung ergibt

x 2
A
ly(x) —y*(z)| < L- LA / \t—toldt‘ :AL2—| 5 0 ,x € Upy(x0)
o

u.s.w. Durch vollstandige Induktion gewinnen wir fiir beliebiges n € N die Abschitzung

|y(l’) — y*(l')’ < ALn% < (Lh)"

n!

In dieser UNgleichung ist die linke Seite unabhingig von n. Die Rechte Seite ist das n-te Glied
der Exponentialreihe und strebt daher fiir n — oo gegen null.
Hieraus folgt y(x) = y*(z) auf Uy, (zo) bzw. wegen hy < h beliebig auf Uy, (x¢)

Bemerkung 1:
Wie haben im Beweis die Voraussetzung , dass f auf D stetig partielle Ableitung beziiglich y
besitzt nicht benutzt jedoch die daraus folgende Ungleichung (Abschétzung)

|f(x7y) —f(x,y@)| < L‘y_y@‘

die man Lipschitzbedingung nennt. Der Satz von Picard-Lindelof gilt also bereits fiir alle Funk-
tionen f, die auf D stetig sind und dieser Lipschitzbedingung geniigen.
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Bemerkung 2:
Bei konkreter Behandlung nach Picard-Lindel6f geht man wie folgt vor:

1. Man priife die Vorausetzungen des Satzes von Picard-Lindelsf (f, % stetig auf einem ge-
eigneten Rechteck D)

2. Man berechne die Ndherungslosung y,(x) mit Hilfe der

Rekursions formel(Picard — Lindeldf)
Yo() == yo

Yn(x) == 1yo + /w f(t, yn-1(t))dt,n € N
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6.2.3 Beispiel fiir die Anwendung des Satzes von Picard-Lindel6f
Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'=1xy) =V y(0) =

Wegen

fy) =y,  gP=1 in R

sind die Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindel6f in ganz R? erfiillt. Wir erhalten fol-
gende Nahrungslosungen:

y()(SU) = 1
yi(z) = 1+/ f(t,yo(t))dtzl—i-/ ldt =1+=x

yo(x) = 1+/ f(t,yl(t))dtzl—l—/(1—|—t)dt:1—|————:1+a:+$—, U.S.W.
0 0

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion:

n €T K
Yolz) = S0 L

Induktionsanfang: (n=0): yo(z) = 3p_, (fg—),k =12% =1 richtig

Induktionsvoraussetzung:

n X k
yn(x) = Zk:o %

Induktionsschluss: zu zeigen: y,,1(x) = Z:(l] (:Z—),k
IS TRRUITIEY ) 9y LS VISEES ey WTVISERS pany ik
Yn+1\T) ‘= 0 »Yn o B k! B =0 k! 0 B k=0 (k+ 1)‘ - k=0 !

Die Folge {y,} konvergiert daher auf jedem endlichem Intervall gleichméssig gegen > -, %,

also gegen e”.
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6.3 Elementare Losungsmethoden

Nur selten ist es moglich, die Losungen von DGLn explizit durch elementare Funktionen dar-
zustellen. Im folgenden stellen wir einige Typen von DGLn 1-Ordnung zusammen, die auf die
Ermittlung von Stammfunktionen, zuriickgefiihrt werden. Die DGLn gelten dann als gelost.

6.3.1 DGLn der Form y’ = f(x)

Dies ist der einfachste Fall einer DGL: f hangt nur von x ab. Fiir stetiges f sind die Vorausset-
zungen von Picard-Lindelof erfiillt. Ist F eine Stammfunktion von f, so lautet die allgemeine
Losung

v(x) = F(x) + C,

wobei die Integrationskonstante C der Anfangsbedingung angepasst werden muss.

Beispiel:
Die DGL y’ = sin x besitzt die allgemeine Losung

y(z) = [ sin(x)dzr + C = —cosz + C
Die Losung durch den Punkt (7,0) lautet wegen 0 = y(7) = - cosm + C =1 + C bzw. C = - 1:

y(x)= -cos x -1
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6.3.2 DGLn mit getrennten Verdnderlichen
DGLn der Form

s glx) 1
y = % = g(ﬂf)m
fiir die f sich als Produkt einer Funktion die nur von x, und einer Funktion die nur von y
abhéngt darstellen ldsst, heissen DGLn mit getrennten Verdnderlichen. Die Vorraussetzungen
des Satzes von Picard-Lindel6f sind erfiillt, falls g stetig sowie h stetig differenzierbar und frei
von Nullstellen sind. Seien G und H die entsprechenden Stammfunktionen

G(x) = [Tg(t)dt , H(y) = [/ h(t)dt
von g und h. Sei Ferner H ! die Umkehrfunktion von H, das heisst es gilt
H™(H(y)) =y

Bemerkung: H~! existiert, falls h — H’ nirgens verschwindet.
Wir schreiben nun die DGL in der folgenden Form:

Hieraus folgt durch Integration nach x
H(y(x)) = G(x) + C

Wir {iberpriifen die Behauptung durch Differentiation der obigen Gleichung:

Durch Anwendung der Umkehrfunktion H~! erhalten wir dann mit

y(x) = H'[H(y(z)] = H (G (x) + C)

die allgemeine Losung unserer DGL. Auch hier ist C wieder der Anfangsbedingung anzupassen

1. Man schreibe die DGL y’ = % = % in der Form h(y) dy = g(x) dx
2. Man integriere die linke Seite beziiglich y und die rechte Seite beziiglich x

3. Man 16se die dadurch entstehende Gleichung

H(y) = G(x) + C nach y auf

Man nennt diese Methode auch Separation der Variablen oder spricht von der Methode der
Trennung der Veranderlichen
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Beispiel
Wir betrachten die DGL

y o dy
Y = Xy

die wir in der Form

dy

o xdx (y #0)

schreiben. Nun integrieren wir die linke Seite beziiglich y, die rechte Seite beziiglich x und
erhalten

332
Inlyl =% +C
also
[yl =710 =0 e
damit folgt:
y:iec.€7:cl.€7 (ClER)

Fiir C7 = 0 erhalten wir die oben ausgeschlossenen Lisung y(x)= 0
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6.3.3 DGL der Form y’ = f(¥)

Diese DGL lésst sich mit Hilfe der Substitution z = £ auf eine DGL mit getrennten Verén-
derlichen zuriickfiihren: Ist f stetig differenzierbar, so sind die Voraussetzungen des Satzes von
Picard-Lindelof erfiillt falls x # 0. Mit

z — 4 oder y==z-x (x #0) gilt v = 2z + x2’

Damit folgt aus der DGL y’ = f(¥)

z + xz’ = {(z), also 77 = L= (x #0)

xT

Diese DGL fiir z(x) lisst sich durch Separation 16sen
Beispiel

22y = 22 + 2y + 42, die wir in der Form y’ = “*j—;’ﬂﬁ =14+ 24 (4?2 = f(Y)

schreiben kénnen. Die Substitution z = ¥ fiihrt auf die dquivalente DGL

g = f()=z _ 14a+22—2 _ 1422
o T T T

also, nach Trennung der Verdnderlichen

= _dv oy /dz :/dﬁ+o, CcR
1+ 22 T 14 22 T

Ausfiihrung der Integration liefert

arc tan z = In|z| + C = In|z| + InCy = In(C} |z]), Cy >0
Wir 16sen die Gleichung nach z auf:
z = tan(In(Cy |x|))
Die gesuchte allgemeine Losung der AusgangsDGL ergibt sich dann mit y = x - z zu

y(x) = x-tan(In(Cy |z|)), r#0
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6.3.4 DGL der Form y’ = f(ax + by + ¢)

Diese lasst sich mit Hilfe der Substitution z—ax + by + ¢ auf eine DGL mit getrennten Veran-
derlichen zuriickfiihren: Ist f stetig differenzierbar, so sind die Voraussetzungen des Satzes von
Picard-Lindel6f erfiillt.

Setzen wir

z—ax + by + ¢ so folgt mit 7z =a+ by y = Z/b_a = f(2)
und damit eine DGL vom Typ 7’ = a + bf(z)
Beispiel

Die DGL v =2z +3y)? =: flax +by +¢)
(mit a = 2, b = 3, ¢=0) geht durch die Substitution z — 2x + 3y in die DGL
2 =a+bf(z) =2+ 322

iiber, die wir mittels Trennung der Verédnderlichen l6sen:

dz =dx bzw. / dz :/dx+C':x+C.

24322 2 4 322
Mit der Substitution ti= %z folgt:

[t s~ e et g
— == = arc an —arctan(\/ =z
24322 2 1+ ( 1+¢2 \/6 277

und damit

arctan(\/gz) = V6(z + C)

Durch Auflosen nach z erhalten wir

z(z) = \/gt(m(\/é(:c + ()

und daraus, mit z = 2x + 3y,

W

[\/gtcm(\/é(x +C)) —2z|.
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6.3.5 Lineare DGL 1-ter Ordnung

Man nennt y’ = f(x,y) eine lineare DGL, wenn f eine lineare Funktion in y ist, d.h. eine
DGL der Form

y = g(x)y + h(x) bzw. y' - g(x)y = h(x)

mit vorgegebenen Funktionen g und h vorliegt. Sind g und h stetige Funktionen, so sind die
Vorausetzungen des Satzes von Picard-Lindelof erfiillt. Ist h = 0, so heisst die DGL homogen,
andernfalls heisst die DGL inhomogen.

6.3.6 homogene lineare DGL
Diese DGLs sind von der Form
Yy =g()y

also eine DGL mit h(y) = 1, y # 0 und lisst sich somit nach der Methode der Trennung der

Veradnderlichen 19sen: !
d

—= =g(z)dz bzw. /_y = /g(x)dx +
)

also
Inly| = /g(x)dx +C4 Ci eR

Auflésung nach y liefert die allgemeine Losung

|y’ _ 601 . efg(a:)dw

bzw.
y(z) = +e01 - e 90 — 0. oJ 9@)d CeR

Die Losung des Anfangswertproblems

y = g(r) -y, y(wo) = Yo

ist dann gegeben durch

) = o - 0O

Fiir yo = 0 ergibt sich die triviale Losung y(x) = 0.
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6.3.7 Inhomogene lineare DGL

Wir bestimmen zundchst mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten eine spezielle
Losung der inhomogenen DGL
y = g(x)y + h(x), gh stetig.

Bei diesem Verfahren geht man von der allgemeinen Losung der homogenen DGL aus. Diese
lautet wie oben gezeigt:

Yhom () = CeC® mit der Stamm funktion G(z) :/ g(t)dt
Zo

von g . Man ersetzt nun die Konstante C durch eine stetig differenzierbare Funktion C(x) und
versucht, diese so zu bestimmen, dass

die inhomogene DGL 16st. Hierzu setzt man diesen Ausdruck und seine Ableitung in die DGL
ein:

C'(2)ef@ + C(2)G(2)ef™ = g(2)C(2)e%® + h(z)
Wegen G’(x) = g(x) ergibt sich hieraus durch Multiplikation mit e~¢® fiir C(x) die Gleichung
C'(z) = h(z)e %@
Damit folgt
C(x) = / ’ h(t)e~“Ddt 4 C,

o

Durch

C@)

/ h(t)e=CWat + C,

zo

y(z) = [

ist dann fiir jede Konstante C; eine Losung der inhomogenen DGL gegeben.
Setzen wir C] = yy so 10st

/ h(t)e “Odt + C,

zQ

y(x) = [ e¢@) , it G(z) = /xg(t)dt,

das Anfangswertproblem
y'(x) = g(x)y + h(x), y(zo) = w0
Nach dem Satz von Picard-Lindeldf ist dies die einzige Losung des Anfangswertproblems.

Bemerkung: Der Lésungsausdruck

/ h(t)e=CWat + C,

zo

y(x) = [ e¢@ ,mit G(x) = /xg(t)dt,

fiir die allgemeine Losung der inhomogenen DGL zeigt, dass sich diese aus der allgemeinen
Losung der zugehorigen homogenen DGL und einer speziellen Losung der inhomogenen DGL
additiv zusammensetzt.
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Beispiel: Wir betrachten die DGL
Yy = %y + 5z, x € (0,00), mit der Anfangsbedingung y(1) = 0.
In unserem Beispiel ist also
g(x) = %, h(z) = bz, und (xo0,%0) = (1,0)
Fiir g(z) = 1 ergibt sich die Stammfunktion

Glx) = /xg(t)dt _ / %dt — il

ts) 1

t=x

=lIn|z| —In|l| = Inz (x> 0)

t=1

und daher ergibt sich die Losung des Anfangswertproblems zu

X 1 x
eln(x):/5t-—dt-x:5x-/dt:5x-t
1 t 1

t=x
= bx(x —1)

t=1

/ 5te "t + 0

1

y(z) = [



72 Differentialgleichungen

6.4 Numerische Behandlung von DGLn

Die bisher untersuchten Spezialfille erschopfen keinesfalls die in der Praxis auftretentenden
DGLn. Es seien hier am Rand weiter spezielle Typen von DGLn genannt wie die
Bernoullischen DGLn vom Typ

/

Y = g(x)y +r(x)y®

oder die Ricatischen DGLn vom Typ

Y+ g(@)y + h(z)y* = k(z)

In der Praxis lasst sich nun hiufig keine explizite Losung angeben, so dass man auf Nihe-
rungsverfahren angewiesen ist. Die beim Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f behandelte
Methode kann zwar zur numerischen Konstruktion von Losungen des Anfangswertproblems

y/ = f(xvy)v y(l’o) =%

verwendet werden, aber im allgemeinen lassen sich die auftretenden Integrale nicht explizit
bestimmen. In der Praxis benutzt man daher meist auf anderen Prinzipien beruhende Néhe-
rungsverfahren. Die Grundidee lisst sich anhand der folgenden (groben) Methode erldutern:
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6.4.1 Euler-Cauchy Verfahren

Sei y(x) die (nicht bekannte) exakte Losung unseres Anfangswertproblems. Wie suchen einen
Naherungswert y*(xo + h) von y(xg + h) an einer Nachbarstelle xy + h von zy. Nach dem
Mittelwert der Differentialrechnung gilt:

y(xo+h) —y(xg) = h -y (xo + 0h),

mit einem im allgemeinen nicht bekannten 6 : 0 < 6 < 1. Beachten wir die Anfangsbedin-
gung, so folgt hieraus

y(xo+h) —yo=h- f(zo+ 0h,y(xe+ 0h), 0<f<1
also

y(zo+h) =yo+ h- fzo+ 0h,y(xo + OR), 0<f<1
Wir setzen daher als Naherungswert

Yy (zo+h) :==yo+ h- f(z0,90)

Geometrisch bedeutet dies, dass der unbekannte Funktionswert y(zo + h) durch den bekannten
Wert y*(zo + h) der Tangente im Punkt xy + h ersetzt wird
Dieses Verfahren ldsst sich fortsetzen. Beim néchsten Schritt ergibt sich die Ndherung.

y*(zo + 2h) == y*(xo + h) + h - f(xo + h,y*(xo + h))

Mit der Bezeichnung y, (n=1,2,...) fiir die n-te Niherung erhalten wir den folgenden

Algorithmus : Euler-Cauchy-Verfahren

1. Wahleh > 0
2. Setze x,, = x9g+h-n

3. Berechne y,, (n=1,2,..) mit Hilfe der Rekursion y,+1 = y, + h- f(zn,y,), (n=0,1,2..)

Wir gewinnen als Naherungskurve einen Polygonzug durch die Punkte (x,, y,)
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Zur Beurteilung der Brauchbarkeit des Verfahrens benotigen wir eine Abschitzung fiir den Feh-
ler

Y(Tn) — Yn, n—12,..

Wir berechnen zunéchst den Fehler beim ersten Ndherungsschritt:
Hierzu sei f im Rechteck

D:={(x,y) | [z — 0| < a,|y —yo| <b; a,b € R fest}

stetig differenzierbar. Dann folgt mit Hilfe der DGL, dass die Funktion y(x) im Ldsungsbereich
2-mal stetig differenzierbar ist. Wenden wir nun die Taylorformel an, so ergibt sich

y(x1) = y(zo + h) = y(xo) + hy' (x0) + 5h*y" (xo + Oh), 0<6<1,
also wenn die wir wieder DGL und Anfangsbedingung einsetzen,
y(x1) = yo + hf (o, y0) + 5h*y" (z0 + 0R), 0<6<1,

also y(z1) = yo + hf (2o, yo) + Rest
wobei der Rest sich verhilt wie O(h?)

Wegen y; = yo + hf(xo,yo) folgt dann

y(z1) —y1 = O(h?)

fiir den Fehler beim ersten Schritt. Es ist zu erwarten, dass der Fehler bei den weiteren Schritten
(n > 1) wichst, da dann die fehlerbehafteten Werte f(x,,y,) benutzt werden. Wir zeigen :

‘ y(ZEn) —Yn = O(h) n — 2,3

Hierzu zeigen wir den folgenden Satz



6.4 Numerische Behandlung von DGLn 75

Satz 6.2

Sei f im Rechteck D stetig differenzierbar und |f,(z,y)| < A in D. Ferner gelte in einer Umge-
bung U von z( die Abschitzung |y”(z)| < B. Dann gilt die Abschétzung

y(x,) —yn < g%h, n— 2,3,...

Beweis: Fiir die exakte Losung gilt nach Taylor
Y(xni1) = y(n) + hy'(20) + 502" (20 + Ouh) = y(x0) + Bf (20, y(20)) + 58" (2, + Onh)
Mit 0<0, <1,

Fiir die Ndherungslosung gilt nach der Definition des Verfahrens

Ynt1 = Yn + hf($n7 yn)

Der Fehler ergibt sich damit zu

Y(Tny1) = Yns1 = Y(Tn) — Yn + h[f(l‘n, y(zn)) — f(@n, yn)} + %hQZ/”(l'n +6,h)

Mit 0<60, <1,

Fiir den Ausdruck in der eckigen Klammer gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung

[...] = fy(zn,¥})(y(xn) — yn), mit y* zwischen y(z,) und y,
Damit folgt

. 1
y(x”"rl) — Yn+1 = (1 + hfy<xn7 yn)) ' (y(xn) - yn) + §h2y,,<xn + enh)

Mit 0<60, <1,
bzw. aufgrund der Voraussetzungen an f, bzw. y”

1
[Y(Tni1) = Ynoa| < (14 RA) |y(z,) — yu| + §B’h2

Mit Hilfe vollstdndiger Induktion beweisen wir nun die im Satz behauptete Ungleichung. Diese
gilt trivialerweise fiir n=0 (Induktionsverankerung). Wir nehmen an sie gelte auch fiir ein (fes-
tes) n € N mit x,.1 € Uy (Induktionsvoraussetzung) und zeigen, dass sie auch fiir n + 1 gilt
(Induktionsschluss):

Setzen wir die Induktionsvoraussetzung in die Ungleichung ein so gilt:

A(zn—x0) __ 1 1 Bh2 A(xn—x0) __ 1
h+-Bh? =" |(1+hA)("—— 41

1 _e
[Y(@ni1) = gnia| < (1+hA)SB -

A 2 2

Bh? (1 + hA)eA@n=0) 1 B(1+ hA)eAlEn—20) _ L

2 hA 2 A
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Aus der Reihenentwicklung von e"4 folgt fiir h > 0 die Ungleichung
e =1+ hA + DA%+ . >1+hA
Daher gilt mit x,,. 1 =z, +h

B ehAeAlzn—0) _ 1 B eAl@nth—zo) _ 1 B eAl@ns1—w0) _ 1
|y(x "rl) Y +l| - 9 A 2 A 2 A

Bemerkung:

In der Praxis wird das Euler-Cauchy-Verfahren meist verwendet um sich einen groben Uber-
blick iiber den Lésungsverlauf zu verschaffen. Es ist im allgemeinen dann unzweckmaéssig, wenn
an den betrachteten Stellen grosse Steigungen auftreten.

Genauere Verfahren erhilt man, wenn man die gesuchte Losung y(x) in einer Umgebung des
Punktes (zg, yo) von hoherer Ordnung approximiert. Dies ldsst sich z.B. daurch erreichen, dass
man zur Bestimmung eines Naherungswertes ;.1 an einer Stelle x;.1 = x; + h vom Steigungs-

wert an der Stelle z; + % ausgeht, also Zwischenpunkte einschaltet:

Verbessertes Euler-Cauchy-Verfahren

Y1 = Yo + h-f(wo + %790 + %f(x(]ay())

Ynt+1 — Yn + hf<xn + %7 Yn + %f(xna yn); (n:1>2)

Besonders empfehlens Wert ist das Runge-Kutta-Verfahren, auf das hier aber nicht mehr ein-
gegangen werden kann.
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7 Integralrechnung im R"
Im R!: Flichenberechnung
Im R2?: Volumenberechnung. Rotationskdrper, etc.

Im R3: z.B. Gesamtladung einer 3-dim. Ladungsverteilung, Schwerpunkt.

1.) Integration bei zwei Variablen ( anschauliche Einfiihrung)
Sei f: R? — R stetig und B C R? kompakt und f(z,y) > 0 V& € B und der Flicheninhalt
von B sei wohlbestimmt.

x
M = y | eR?
z

(j)GBundnggf(a:,y)

Graph von f

/N

Definition 7.1 Der Rauminhalt V' der Menge M wird das Integral von f tber dem
Bereich B genannt und durch

Vie [[ sty = [[ s

:=/Bf(w7y)dxdy :=/Bf(w,y)dF

- /B F(@)di

beschrieben.

Wie berechnet man V 7

Sei B ein Rechteck : B = {( Zj )

a<x<b
c<y<d
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A V.

"X Yioh

ANY

eine Scheibe: AV; = Ay; fabf(a:,y)dx

n b
alleScheiben 1 V ~ Z (/ f(z, yi)dﬁ) Ay;
i=1 a

fiir n — oo und max Ay; — 0 gilt:

V= lim Z ([ stwmac) sue= [ [ seyisay

Satz von Fubini: - .
//f(x,y)dwdyz/ / f(x,y)dydx

Integration iiber Normalbereiche

g:la,b] >R } stetig und A > ¢g. Dann ist

h:la,b] = R
B—{(;)‘g(;;i;gz(f’:) }

seien

ein Normalbereich.
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J[ iz = [ b / (h()) £ (2, y)dydz

Integration iiber Nicht-Normalbereiche
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//Q—xyda:dy—// (2 — zy)dxdy

’ 2’y 1
= 20 — — dy—/ (2——)dy—{y——} =3
/0{ 2}0 0 4 0
x 0<z<H
Beispiel 7.2 Mit f(z,y) := 2z, M = Yy 0<y<zx , (aus [BHWS9] ) und
z ()Szg%x

B x 0<z<H
C\\y )| 0<y< fa

ist das Volumen der Pyramide damit

//f:cydxdy—H/ /zxdydx_

H

Beispiel 7.3 Es soll V = [[, 2°y*dzdy aus [BHW89]) berechnet werden, wobei B der skiz-

zierte Viertelkreis ist. Da B ein Normalbereich ist, folgt:

r Vr2—z? 1 [T 5
V= / (/ x3y2dy> dx = §/ 3 (r* — 2?)2de
0 0

0
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Mit v = 2% und v/ = z(r? — 22)2 also (v =—i(r’—z )%) liefert die Produktintegration:
1 517 2 7 2 |1 71" 2
V:——[ _27} _/ 2 _ 23— _ 2 |22 _ )t R
T A RS T A R e T LAU D) W T
0

Vertauscht man die Rollen von x und vy, so ergibt sich das Integral auf folgende zweite Weise:

r /7“2—y2 1 r 1 r 2
V= / / 2hytde | dy = —/ Y (r* — ) dy = —/ (rty? = 2r*y* + %) dy = —1"
0 0 4 Jo 4 J, 105"

Dieser Weg ist etwas einfacher. Man sieht, dafs man durch Vertauschen der Integrationsonsrei-
henfolge evtl. Rechenaufwand einsparen kann.

Beispiel 7.4 Volumen eines Ellipsoides

., Deckel” : z = f(x,y) := c\/l B (2)2_ <%>z
mnB:{(§>

Mit p = y/1 — (/a)? berechnet man
=) = () we= [ ] P () (2 g

a a 1
/ / A\l p?— ﬁdydx = / / pV1— 2 bp dtdr = cb/ p2/ V1 —t2dtdx
—aJ— —a J—1 a -1

dt
3

2 ¢ 4 2
= cb/ p? dx—d)l 1—<£) dx:d)l r— 2 :d)l—a——abCW
—a 2 a 3a? | _ 2 3 3

—a

= Volumen des Ellipsoids = %Wabc.

= Volumen einer Kugel mit Radius r: V = g7
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Definition 7.2 1. Sei M eine nach oben beschrinkte Menge mit y < cVy € M. Die
kleinste obere Schranke von M heifst Supremum von M, kurz supM.

2. Analog wird fiir eine nach unten beschrinkte Menge M das Infimum als grofite
untere Schranke infM definiert.
Scretbwerse:

supf(z) == sup {f(z) |z € A}
inff(z) :=inf{f(z)|z € A}

Beispiel 7.5 1. infRT =0 =1infRT\{0}

2. %ei f:R—-R f(r)=—1s Esgilt Ve e R f(z) <2, aber2 +# supf(x)

1+e— 2
supf(z) =1
inff(x) =0
y
5

R




84 Integralrechnung im R"

7.1 Riemannsches Integral im R"

Die Definition von Integralen mehrerer Variabler folgt nahezu wortlich derjenigen fiir zwei Varia-
blen. Sie Stiitzt sich lediglich auf Quader, den Analoga zu Rechtecken im Hoherdimensionalen.

Definition 7.3 a)  Fine Menge der Form

T1
Q={F=| 1 |[la<m<b fir i=1n

Tn

heifit Quader. Daber sind aq,--- ,a,,by,- -, b, belicbige reelle Zahlen mit a; < b;
fiir alle i. Man beschreibt den Quader auch als kartesisches Produkt von Intervallen
in der Form

Q = {(Il,bl] X [a27b2] X+ X [an,bn}

b)  Die Zahl
VQ = (bl — al)(bg - CLQ) cee (bn — CLTL)
heifit Inhalt oder Volumen des Quaders Q). Fafit man die a; bzw. die b; in zwer

Vektoren zusammen, so ist dg := b— EL"

ol

Q)
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Definition 7.4 Riemannsches Integral im R":

1. Es sei [ eine reelle beschrankte Funtion auf einem Quader @Q, wund
Z:(Qla”'va)

sei eine beliebige Zerlegung von () in Teilquader. Die Inhalte der Teilquader
Qi werden mit Vg, bezeichnet.

2. Mit M; := supf(Z), m; :==inf f(Z) bildet man
Si(Z) =" M;Vy, , genannt Obersumme von f bez. Z,
sp(Z) :=>2" m;Vg, , genannt Untersumme von [ bez. Z,
und
Iy :=infS{(Z) , genannt Oberintegral von f auf Q,
Iy := sups¢(Z) , genannt Unterintegral von f auf Q,
Infimum und Supremum werden dabei bez. simtlicher Zerlequngen Z von () gebil-

det.

3. Stimmen Ober— und Unterintegral von [ auf Q tberein, so heifit f (Riemann—
) integrierbar auf Q). In diesem Falle heifit der gemeinsame Wert Iy = Iy das
(Riemannsche) Integral von f auf Q, beschrieben durch

/Q £(@)dz

Auch andere Schreibweisen, wie

//.../fm,xz?... ,xn)dmldasg---da:nZ/Qde

usw. sind tblich.

f heift integrierbar auf B, wenn f integrierbar ist auf ()g, und man setzt
/ f@dz = [ fadz
B QB

Auch hier sind andere Schreibweisen geldufig. Insbesondere im Falle dreier Variabler schreibt
man dei Variablen gern als x, y, z. Integrale in drei Variablen werden daher vielfach in der Form.

J[ [ st 2yimae
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beschrieben.

Definition 7.5 Inhalt einer Menge (auch Volumen genannt):
Fine kompakte Menge B C R™ heifit (Jordan—)meRbar, wenn das Integral

/ 17
B

existiert. Sein Wert wird Inhalt (Volumen) Vg von B genannt.

Im Fall dreier Variabler spricht man auch vom Rauminhalt. Ein Kompaktum mit Inhalt 0
nennt man eine Nullmenge, und man gewinnt wie im R? den Satz:

Satz 7.1

Eine kompakte Menge B C R" ist genau dann mefbar, wenn ihr Rand eine Nullmenge ist.

Satz 7.2

a) Esseien f und g integrierbare Funktionen auf dem Kompaktum B C R™. Dann sind auch
f+gund cf (creell) integrierbar auf B, und es gilt:

//B(f+g)dF://deF+//Bng
//Bcde—c//deF

b)  Essei f auf dem Kompaktum B definiert. B sei zerlegt in kompakte Teilbereiche By, By, - - - , Bp,.
(D.h. B= By UByU---UB,, und B;N By = 0 fiir i # k.) Ist f auf jedem B; integrierbar,
so auch auf B, und es gilt

//deF:e Blde+/B2de+---+/andF

Die einfachen Beweise konnen dem Leser iiberlassen bleiben. Zu jedem B; kann man
eine Funktion f; erkldren mit f;(Z) = f(Z) auf B; und sonst f;(Z) = 0. Damit ist f =
i+ fo+- 4 finauf B.

fiir jedes reelle c.
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Satz 7.3 Mittelwertsatz fiir Bereichsintegrale:

Es sei f integrierbar auf dem mefsharen Kompaktum B C R"™. Fz sei der Flacheninhalt von B.
Dann folgt mit m = inf f(Z¥), M = supf(Z) :

mFg < // fdF < MFj
B

Ist B iiberdies wegweise zusammenhangend und f stetig, so existiert ein Punkt ¥y € B mit

/ /B FdF = Fyf(70)

Bemerkung: B heifit wegweise zusammenhingend, wenn sich je zwei Punkte ¥y, 75 aus B
durch einen Weg in B verbinden lassen.

7.2 Grundlegende Satze
Satz 7.4
Jede stetige reelwertige Funktion auf einem mefbaren Kompaktum B in R" ist integrierbar.
Satz 7.5 Bereichsintegrale als Mehrfachintegrale
Es sei f: Q) — R eine integrierbare Funktion auf dem Quader
Q = [a1, b1] X [ag, ba] X -+ X [ay, by]

Existieren die Integrale innerhalb der Klammern in der folgenden Formel, so gilt

o [ ([ ([ s )Y

Die gleiche Aussage gilt bei beliebiger Vertauschung der Variablen zy,--- |z, und entsprechen-
der Vertauschung der Integrationsgrenzen a;, b;.
Bemerkung:

a) Die Klammern in der Schreibweise der Mehrfachintegrale lafst man auch weg.

b) Die Existenz der Integrale in den Klammern ist gesichert, wenn f stetig ist. Da Qua-
der als Integrationsgebiete zu speziell sind, definieren wir wie im Zweidimensionalen —

Normalbereiche.

Definition 7.6 Unter einem Normalbereich tm R™ verstehen wir eine Menge B der
Form

([ = g1 < a1 < hl )

T2 92(95) <1y < hz(x)
B= z3 | € R g3(w1,m2) < 23 < ha(1, 72)

L Tp gn<xla"' wrn—l) an S hn(xly"' 7xn—1> )
wobet g, -+, Gn, ho, - -+, h, stetige reellwertige Funktionen sind, und gy, hy reelle Kon-
stante. Dabei gilt g; < h;Vi.
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Man spricht auch von einem Normalbereich B, wenn die Reihenfolge der Indizes 1,2,--- ,n
beliebig umgestellt ist. Normalbereiche sind mefibar, wenn man dhnlich wie im Zweidimen-
sionalen einsieht. Damit gilt der fiir die praktische Integralberechnung entscheidende
Satz:

Satz 7.6

Ist f: B — R eine stetige Funktion auf einem Normalbereich B, so gilt
h1 ha(z1) h3(x1,x2) hn(z1,,Zn—1)
/ f(f)df:/ / / / flxy, z0, -+ s xp)dry, | -+ | dos | das | day
B g1 g2(z1) g3(%1,72) gn(T1, ,Tn_1)

Die Klammern werden auch weggelassen. Fiir andare Reihenfolgen der Indizes 1,2,--- ,n gilt
natiirlich entsprechendes.

Durch ,,Auflésen der Integrale von innen nach aufen” kann man mit dieser Formel die Zahlen-
werte von Integralen bestimmen.

Beispiel 7.6 Schwerpunktberechnung

a) endlich viele Massenpunkte

My, Mo, My, L1, , Ty

. 1 n n
S=— i M= i
M;mx ;m

S = Schwerpunkt

\x3
. Xge
X2
[ ]
X2
[ ]
X1
° X4
Xq

b) ausgedehnte Kérper im R® mit Massendichtefunktion p(x)

5:%//8/;)(5) M/// 7)Zdzdydz
v~ [[ [ o@asdya:
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Spezialfall homogene Massenverteilung,d.h. p(z) = const =1

92(y)  pf2(zy) 1 b rg2(y) [ ]fz( )
Sy = / / / rdzdxdy = — / / zyl? oV dedy
M g1(y 1(zy) M J, 91(y) fiww)

- - / /g2(y)x<f2(x,y>—ﬁ(w))dxdy

g2(y)

Sy = M//g y(fo(z,y) — fi(z,y))dzdy

1(y)

fa(zy) xy)
S, = M// /zdzdxdy— —/ / /lﬁy dzdxdy
= 2]\/[/ / (f3(z,y) — fi(z,y)) dedy

Schwerpunkt einer Halbkugel mit p = const = 1

Vi L L o 2 2\3 g
Sy = M \/r2—x2—y2dxdy:M _§<T —z° —y°)2 dy
Vrt—y? - —\/r2—y?
= — [ 0dy=0
M/_T Y
Sy = 0
1 " ey 2 2 1 " 2 2 z° ey
o= o/ 0= oy = g [ e -5
rJ—y/r2—y? —r f\/m
1 " 51 3 12 [
Y Y T o B ___/ 2 _ 2
ar [ 2=t =gt a= 2 [ eyt
d
Subst u="2 dy:—ydu:'r’du =
r du
12 ! 2 !
S, = Mg/_l(TQ—r2u2)3rdu:3—M 4 _1(1—u2)2du
rl 3 Y vy 37 37] 6mr 3
—1 [u( u”)2 + —uy/( u)+2arcsmu] =1 {22—#22] 6r = 5"

7.3 Koordinatentransformation in Integralen

1-dim.:
b u(b) dr
dr = i)
[ = | g
n-dim.: B
T T(¥)
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7.3.1 Herleitung im R?

Beispiel 7.7 Polarkoordinaten (r, p) Kreisscheibe mit Radius r¢:

27 0
F = / / ldrdyp = r,2m # Flache!
o Jo

y

7.3.2 Allgemein

ﬁ:(u)eG*f:<x>eR2
v Y

T : G* — R? sei stetig !

7=T(u)
v G
[ u.
2\ . 3
AV .
—|AG
AN
VAN
u X
C o OT
T (i) ~ T(uo)%(uo)Au
C o OT
T (i) ~ T(uo)%(uo)Av
Ly O
T="T(u) —T(t) =~ %(uo)éu
T/
0= T(UQ) — T(UO> ~ %(Uo)AU

Flache von

AG ~ ‘det(?, 5)) ~

AulAv = ’detf’(ﬁo) AuAv

or . T
det (@(UO), %(UO)>
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FlachevonAG -
I ‘d T (i ‘
Augfﬁv 70 Flachevon AG* et (1)

T'(iiy) = AbleitungsmatrizimPunktii

Beispiel 7.8 Polarkoordinaten

(5)=r(2)-(f)

oxr Oz .
o 0p _ cosp —rsine
det( % g%) ’det(singo T COS >'

=rcos? o +rsinfo=r

|detT"(r, ¢)| =

Fliche des Kreises mit Radius R:

VRZ—x2 2r  rR R2 2m
/ / ldydx = / / rdrdy = —/ ldy = TR?
VRZ=2? o Jo 2 Jo

Beispiel 7.9 Volumen einer (runden) Schale mit dem skizzierten Querschnitt.

0.9r2+0.

-~

B = Einheitskreis (scheibe) = {( ;j ) 2%+ ¢ < 1}

vV = / —0.12* — 0.1y* + 0.1dzdy = 0.17 — 0.1 / (2% + y*)dxdy
B B

- ) Coi(n Ty
I = / /rrdrdgp—?w/ dr—2 = V—O.l(?T 2) 50

Definition 7.7 Eine Teilmenge G C R™ heifit Gebiet, wenn G offen und zusammen-
héingend ist. (nicht in zwei offene Mengen zerlegbar).

Definition 7.8 Seien G* C R",G C R" Gebiete. T : G* — G heifit Transformation,
wenn T bijektiv und stetig dzﬁerenzzerbar ist mit detT' (@) #0 Vi € G*
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Satz 7.7

Seien G* C R",G C R" und T' : G* — G eine Transformation und B* C G* kompakt und
mefsbar. Mit B = T'(B*) sei f: B — R stetig. Dann ist B mefbar und es gilt:

/ f@dz= [ f@)) |detr (@) da
B B*
Beispiel 7.10 1. Zylinderkoordinaten
T =TrCcosp
T: y=rsingp
z2=2z

>
_

_ -7
y
X
oz dx Oz :
gr ggo gz cose —rsing 0
[ 9y 9y 9y — i —
detT" = det | 3. 5o 9 | = det | sinp rcosp 0 | =r

0 0= ox 0 0 1

or Op 0z

2. Kugelkoordinaten
x = rsinfcosy

y =rsinfsiny

z=1rcosb
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sinflcosyp —rsinfsing rcosfcosy
detT' = det | sinflsing rsinflcose rcosfsing
cos 6 0 —rsinf

= r?sind

IS

Beispiel 7.11 ( nochmal Schwerpunkt einer Halbkugel)

1 2
SZZM/BZdV: M:§7Ta3 (a=r)

1 z 27 a
_ / i / / r cos 072 sin drddf
M 0 0 0 S~ — — —

1 /’5 3 a
= — sin 6 cos 6d6 dgp/ r3dr
M- Jq 0 0
1 4

jus

4

1 .5 1%, a 11, a
— | Zgin?20| ort — —Zox2
M[Zsm L Ty T M2y
3ma’ 3
= — = —(
2ra’4d 8

8 Grundlagen der Vektoranalysis

Anwendung: Berechnung von Potentialen und Feldern in Elektrostatik, Elektrodynamik, Gra-

vitationstheorie, Stromungslehre, etc.

Es gilt: fiir f,g: D — R(D C R") grad(fg) = ggradf + fgradg.

Schreibweise: Stat gradf schreibt man auch Vf (,, Nabla 7). V ist ein vektorwertiger Dif-
ferentialoperator

0
o0x1
v=| :
R
OTn
0 of
ox1 0x1
Vf=Vf= : f= : =
0 of
Oxn Oxn

Multiplikation mit Skalar

Definition 8.1 Sei D C R". Jede Funktion f: D — R™ wird Vektorfeld genannt.
Beispiel:  Der Gradient einer Funktion v: D — R ist ein Vektorfeld.

Definition 8.2 Sei D C R" offen und f: D — R" ein partiell differenzierbares Vektor-
feld. Dann heift divf :==> 9 die Divergenz des Vektorfeldes.

=1 8xi

Anwendung: Die elektr. Feldstiirke E(7) ist ein Vektorfeld. Im ladungsfreien Raum (Vakuum)

gilt:
divE(Z) =0
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Die Eingenschaft divf = 0 nennt man Quellenfreiheit eines Vektorfeldes.
Iy (Skalarprodukt)

i=1 dx;

Schreibweise: divf = Vf =3
Definition 8.3 Se: f: D — R3(D C R3 offen) ein partiell differenzierbares Vektorfeld.

dfs 0fs Oh )

dfs  90f2 0fi
Oxy Ox3 Ors Oxy 01

Dann heifst
a[EQ

rotf:: (

die Rotation des Vektorfeldes f

Lemma 8.1 Seiv: D — R(D CR"), f: D — R" dann gilt:
div(v _3 = gmdl/j?—l— l/dz'vf

oder
YV f) = (V) +v(V])
Beweis:
0 oo ou@ | Of
S V@D = S+ @D FE)

i
=
o~
=

&hl
—~

8y
S~—

O (@) (&) = gradv(@ (@) + v(@)di

Ldivi=3"_, 52 =n

Beispiel 8.1
S . fRN\{0} = R"

2. f(%) =
- T 1 1
divf(7) = dive = grad-7 + ~div?
r r r
r., n ” n n-—1
r3 r o r

Bemerkung: Ein rotationsfreies Vektorfeld enthéhlt keine Wirbel, d.h. keine geschlossenen

Feldlinien.
| Definition 8.4 Feldlinien sind alle Linien in Richtung des Vektorfeldes

Beispiel 8.2 (Elektr. Feld zwischen zwei Punktladungen:
aber: Magnetfeld eines stromdurchfl. Leiters rot f # 0 geschlossene Feldlinien



Grundlagen der Vektoranalysis 95

UN

Satz 8.1

Sei U C R3. Ist v : D — R zweimal stetig differenzierbar so gilt:

rotgradv = 0

Bemerkung: rot f = () ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials zum
Vektorfeld f

= Nur wirbelfreie Vektorfelder f besitzen ein Potential v derart, daf f = gradv(v : R3 —
R)

= kein (skalares) Potential bei turbulenten Stréomungen und Magnetfeldern!

Beweis von Satz 12: Sei f: gradv. Dann gilt fiir die 1. Komponente von rotf: rotgradv.

0%*v 0*v

6x2(9x3 B 8ZE38ZL‘2 =0

Bemerkung: Es gilt rotf: V x f
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8.1 Der Laplace-Operator

Definition 8.5 Se: U C R, v : U — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist

, 0’v 0%v
Av = divgrady = 8_x% +oet 02

und man nennt A = % + -4 % den Laplace—Operator. Die Gleichung Av = 0

hefst Potentialgleichulng.

Beispiel 8.3 Gravitationspotential einer Punktmasse.
=  Kugelsymmetrie, d.h. das Potential hiingt nur vom Abstand r = \/x? + 23 + 22 ab.
Fiir n = 3 (d.h im R?) ist v(r) = ¢ Lésung von Av = 0.
Fiir n = 2 (d.h. im R? ist v(r) = clnr Lésung von Av = 0. Beweis als Ubung.
gesucht: allg. Losung (kugelsymm.) v : R"\{0} — R von Av =0

/ 1 ml /
(Dgrady(r) = v'(r)—= = 22 | =v (r)
24+ \ g,

T
”

Lemma 8.2 .
Av(r) = divgradv(r) = div (V’(r)£>
”
o g? / n—1
=7 )
-1
="(r) + n V'(r)
r
fiir n > 3 ist v(r) = —= Ldsung von Av =0, da
—(n —2 n—2)(n-—1
RN R (e 1)

Jir n =3 folgt: v(r) =% fiir n = 2 ist v(r) = Inr Lisung von Av =0, da V'(r) =+ '(r) =



