Eine Linearkombination von homogenen LOésungen ist wieder eine

(homogene) Losuna:

y und z seien homogene Losungen, d.h. Ay =0 und A-z = 0.

Dann gilt: Ay +z)=Ay+Az=0+0=0, d.h.y+ zistauch eine
homogene Ldsung, d.h. die Summe ist wieder eine homogene
Losung

X sei eine homogene Ldsung, d.h. Axx =0.

Ist a € R, dann ist A«(a«x) = a-A«x = a+0 = 0, d.h. auch ein Vielfaches

von X ist eine L&sung

Bei inhomogenen LGS gilt das nicht:

y und z seien zwei inhomogene Losungen, d.h. Ay = b und Az
=b,b#0.

Ay+z)=Ay+Az=b+b=2b#Db,d.h. y+zistkeine
inhomogene LAosung

X sei eine inhomogene LOosung, d.h. Ax =Dh.

Ista € R, a# 1, dann ist A«(a:x) = a-Ax = a:b # b, d. h. ein

Vielfaches von b ist keine inhomogene Ldsung

Ergebnis:

Inhomogene Losungen dirfen weder addiert noch mit einer

Konstanten multipliziert werden.




Ist aber y eine inhomogene Losung und vy, Yo, Y3, ... Yk

homogene Ldsungen, so ist

A*X = A*(y + al*yl + qz*yz + qs*y3 + ..+ Gk*Yk) = A*y + Gl*A*yl + qz*A*yZ
+ gAYz + ...+ aQAYk=b+0+0+0+ ... +0=Db wieder eine

inhomogene LOsung.

Fazit:

Gesamtlosung eines homogenen LGS ist eine

Linearkombination von n —=r linear unabhangigen

homogenen Losungen.

Gesamtlosung eines inhomogenen LGS ist die

Summe aus einer inhomogenen Losung und der

Gesamtlosung des zugeho6rigen homogenen LGS.




Beispiele zu Linearen Gleichungssystemen mit Losungen:

(1)
X1+ X+ 2%x3=10
2X1 + 3Xo + 5x3 =24

3X1 + 5%, + 9x3 = 39

1 1 2 1 10 1(2) 1.(-3)

2 3 5 | 24 N
3 5 9 1 39

1 1 2 | 10

0 1 1 | 4 1:(2) N
0 2 3 | 9

1 1 2 1 10 X1 =5

0 1 1 | 4 X2 = 3

0 0 1| 1 X3 =1

r((A)=r(Ab)=3=r,n=3 = n-r=0

(keine frei wahlbare Variable = kein Parameter,
Ldsung ist eindeutig)

5
X = 3
1



(2)
X1+ Xo+2%x3=10
2X1 + 3Xo + 5x3 =24

3X1 + 5%, + 8x3 = 39

1 1 2 I 10 |\ 1+(-2) |+(-3)

2 3 5 I 24 =
3 5 8 I 39

1 1 2 I 10

0 1 1 I 4  1.(-2) =
0 2 2 I 9

1 1 2 I 10

0 1 1 I 4 SStufenform*”

0 0 0 I 1

r(A)=2 # r(Ab)=3 = (L=0¢), keine Lésung



(3)
X1+ Xo+2%x3=10
2X1 + 3Xo + 5x3 =24

3X; + 5%, + 8x3 = 38

1 1 2 I 10 ) 1+(-2) 1+(-3)

2 3 5 I 24 =

3 5 8 I 38

1 1 2 I 10

0 1 1 I 4  1.(-2) =

0 2 2 I 8

1 1 2 I 10 inh.: Xg =6, hom.: x;=-1
0 1 1 I 4 inh.: X =4, hom.: x, =-1
0 0 0 I 0 inh.: X3=0, hom.: x3=1

r(A)=r(A,b)=2=r, n=3 = n-r=1
(eine frei wahlbare Variable = eine linear unabhéngige homogene L&sung

= ein Parameter, mehrdeutige LAsung: co-viele Losungen)

6 -1 X1 = 6 -1
X = 4 + ax- -1 , ER Xo | = 4 +a -1
0 1 X3 = 0 1

andere Darstellungsmoglichkeit:

5 -2
X = 3 + a« -2 , AER
1 2



(4)
X1+ Xo+2X3+2%X4=10
2X1 + 3Xo + 5X3 + 2X4 = 24

3X;1 + BXo + 8X3 + 2X4 = 38

1 1 2 2 I 10 \I1+(-2) 1+(-3)
2 3 5 2 I 24 =
3 5 2 I 38
1 1 2 2 I 10
0 1 1 -2 | 4 1+(-2) =
2 2 -4 | 8
1 2 2 I 10
0 1 1 -2 I 4 ,Stufenform®
0 0 0 0 I

r(A)=r(A,b)=2=r, nN=4 = n-r=2
(zwei frei wahlbare Variable = zwei linear unabhangige homogene

LOsungen = zwei Parameter, mehrdeutige Losung: co-viele Lésungen)

6 -1 -4

X = 4 + a« -1 + B+« 2 ,qB€eER
0 1 0
0 0 1



(5)
X1+ Xo+2X3+2X4- Xs5=10
2X1+3Xo + 5X3+2X4+ X5 =24

3X1 + 5Xo + 8X3 + 2X4 + 3X5 = 38

1 1 2 2 -1 1 10 |+ (-2) |+(-3)

2 3 5 2 11 24 =
3 5 8 2 3 1 38

1 1 2 2 -11 10

0 1 1 -2 31 4 |+ (-2) =
0 2 2 -4 61 8

1 1 2 2 -11 10

0 1 1 -2 31 4 SStufenform*”

0 0 0 0 Ol O

r(A)=r(A,b)=2=r, n=5 = n-r=3
(drei frei wahlbare Variable = drei linear unabhéangige homogene L&sungen

= drei Parameter, mehrdeutige Ldsung: co-viele Losungen)
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(6)

X1+ Xo+ 2X3+ 2X4 -

x5 =10

2X1+3Xo + 5X3+2X4+ X5 =24

3X1 + 5Xo + 9X3 + 2X4 + 3X5 = 39
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r(A)=r(A,b)=3=r,

(zwei frei wahlbare Variable = zwei linear unabhangige

2 -1 1 10 |+ (-2) 1+(-3)
2 11 24

2 3 1 39

2 -11 10
-2 31 4 | « (-2)
-4 61 9

2 -11 10

-2 31 4 ,Stufenform®
0 ol 1

nN=5 = n-r=2

homogene Losungen = zwei Parameter, mehrdeutige Losung:

co-viele Lésungen)
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(7)
X1+ Xo+2X3+2X4- Xs5=10
2X1+3Xo + 5X3+2X4+ X5 =24

3X1 + 5Xo + 8X3 + 2X4 + 4X5 = 39

1 1 2 2 -1 1 10 |« (-2) |+(-3)

2 3 5 2 1 1 24 =

3 5 8 2 4 1 39

1 1 2 2 -11 10

0 1 1 -2 31 4 | « (-2) =

0 2 2 -4 71 9

1 1 2 2 -11 10

0 1 1 -2 31 4 Jrregulare Stufenform®
0 0 0 0 11 1

r(A)=r(A,b)=3=r, n=5 = n-r=2
(zwei frei wahlbare Variable = zwei linear unabhangige
homogene Losungen = zwei Parameter, mehrdeutige Losung:

co-viele Lésungen)
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Weitere Beispiele:
(8) X1+ Xo+ Xz+ X4=0
2X1 + 3Xo + 4X3+ 55X, =0

5X1+ X0+ IX3+ 9%, =0

1 1 1 1 I+(-2) l+(-5)
2 3 4 5 +
5 7 9 +
1 1 1 1

1 2 3 +(-2)

2 2 4 +

1 1

2 3

0 0 -2 -2 l: (-2)

1 1
0 1 2 3

0 1



(9) X1+ Xo+ Xz+ X4=0
2X1 +4Xo - 6X3+8x4=0

-X1+ Xo+2X3- 3X4=0

1 1 1 1 | -2)11
2 4 -6 8 +
-1 1 2 -3 +
1 1 1 1
0 2 -8 6 | I+«(-1) kirzen : 2
0 2 3 -2 +
1 1 1 1
0 1 -4 3
0 0 11 -8

n=4r=3,alson-r=1

-18

X =0a+-1 ,0a€eR
8
11



(10) X1+ Xo+ Xz+ Xg+2x5=10
2X1 + 3Xo + 5X3 + 5X4 + TX5= 22

-X1+ Xo+2X3- 44X+ Xs= 5

1 1 1 1 2 | 10 |+ (-2) 1«1
2 3 5 5 7 | 22 +
-1- 1 2 -4 11 5 +
1 1 1 1 21 10
0 1 3 3 31 2 | « (-2)
0 2 3 -3 3115
1 1 1 1 21 10
0 1 3 3 31 2 SStufenform*®
0 0 -3 -9 31 11

r(A)=r(A,b)=3=r, n=5 = n-r=2

2/3 -1 -4

13 0 6
x=-11/3 + a« -1 + B+«-3 ,a,BER

0 0 1

0 1 0



